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PRÉFACE. 


Les  nombres  déciniaiix  ionl,  après  les  nombres  entiers,  les  (-ires 
arithmétiques  que  nous  connaissons  le  mieux;  la  diffusion  (\[i  s\s- 
tème  métrique  conduit  de  plus  en  plus  à  les  substituer  dans  les 
calculs  aux  fractions  ordinaires;  pour  le  praticien,  tous  les  noni- 
bres  sont  des  nombres  décimaux.  Cette  notion  de  nombre  décimal 
nous  est  devenue  si  familière  et  nous  paraît  si  simple  que  nous 
avons  une  tendance  naturelle  à  considérer  également  la  fraction 
décimale  illimitée  comme  le  plus  simple  des  êtres  mathématiques 
dans  la  définition  desquels  entre  la  notion  de  l'indéfini  ou,  plus 
précisément,  de  l'infini  énumérable.  Il  y  a  une  part  d'illusion  dans 
cette  tendance;  en  fait,  dès  que  l'on  veut  approfondir  l'étude 
d'une  définition  quelconque  où  ligure  l'infini,  on  rencontre  des 
difficultés  extrêmement  grandes,  et  dont  la  plupart  paraissent 
devoir  rester  longtemps,  sinon  toujours,  insurmontables,  car  elles 
tiennent  à  l'essence  niènu'  de  notre  esprit,  à  son  incapacité  de 
concevoir  nettement  le  iransfini;  toute  classification  Iransfinie  ne 
peut  jamais  être  achevée.  Tous  les  problèmes  qui  peuvent  se  poser 
dans  l'étude  des  fonctions  définies  par  des  conditions  énumérables 
(par  exemple,  des  fonctions  continues  de  plusieurs  variables) 
peuvent  être  transposés,  en  principe,  en  problèmes  relatifs  à  la 
définition  d'une  seule  fraction  décimale;  mais  (;ette  vue  théorique 
n'est  pas  d'un  grand  secours  tant  qu'on  ne  définit  pas  d'une 
manière  concrète  la  correspondance  qui  peut  être  établie  entre  la 
fonction  et  la  fraction  décimale;   ce  serait,  le  plus  souvent,  une 


VI  i'i<i;i\(r, 


COinpiicalioii  iiiiililc  (jiK;  lOii  ohlicjHiiail  au  lieu  d  une  '^i  nipJili- 
cation. 

Mais,  ('es  i'(''scr\('s  (ailes,  il  nrsl  pas  (loiiLciix  (jiic  nos  liahilndcs 
foni  (Ir  la  (raclion  (Irciina'lc  illiniiléc  la  ioriiic  d  infini  la  moins 
malaisée  à  eonccN  oir  cl  la  plus  maniable;  si  doue  iJ  csl  possible  de 
ramener  J'élude  de  eerlaines  questions  d'analyse  à  la  considéra- 
tion précise  de  certaines  fractions  décimales,  on  y  ^a<;nera,  loiil 
au  moins,  une  forme  d'exposition  ou  im  pi'océdé  de  cal(  ni  rpii 
ponnonl  ('Irc  précieux:  parfois  même,  c(îrtaines  analoj^ies  mises  en 
évidence  pourront  siii;gér(U'  des  idées  nouvelles  cl  nu;ttre  sur  la 
voie  de  décoiiverlcs.  11  y  a  là  un  champ  d'études  illimité,  où  la 
diflicnllc  prlncij)  de,  comme  dans  bien  des  questions  malliéma- 
tiques,  consiste  à  choisir  les  formes  loj^iques  intéressantes  et 
fécondes  |)armi  rinfinité  de  celles  qui  s'offrent  à  nous. 

Le  |j\i'c  que  M.  Michel  IV'ti'Ovitch  a  bien  \oulu  me  dcmandci- 
de  présenter  au  public  scientifique  est  une  intéressante  contribu- 
tion à  rétude  des  relations  entre  les  fractions  décimales  et  les 
séries  de  puissances  entières  d'une  variable.  Af.  [*ctro\ifch  a  beau- 
coup réfléchi  sur  les  analogies  entre  lesdi\erses  sciences  et  leurs 
méthodes  variées.  Son  esprit  ingénieux  et  fécond  a  souvent  tiré 
de  r.ipprochements  inattendus,  des  conséquences  intéressantes 
et  des  théories  nouvelles.  11  excelle  '  à  rendre  intuitives  ces 
analogies  par  un  langage  expressif  et  imagé.  Sa  théorie  des 
spectres,  (|ui  Iransporle  en  analyse  la  terminologie  usitée  en  analyse 
spectrale,  csl  très  séduisante  ;  je  n'entreprendrai  pas  de  la  résumer, 
car  je  ne  pouri-.iis  que  répéter  les  explications  même  de  M.  Petro- 
vilch  :  ses  b'cteurs,  que  je  lui  souhaite  nombreux,  trouveront 
dans  ce  Livre,  sous  une  forme  aussi  claire  et  simple  que  possible, 
l'exposition  complète  de  sa  théoirie,  ren(hie  lumineuse  par  des 
exemples  bien  choisis. 

On  voit  que  cet  Ouvrage  est  consacré  à  l'une  des  branchés  les 
plus  ardues  d(^s  matliémaliques  :  les  relations  entre  la  théorie  des 
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VII 


IdiiclioM.s  cl  1  aril  liiiH'l  Kjiic  I  riiiixciHliiiilc  :  celle  hiiuiclie  de  I  aiiii- 
Ivse  csl,  SI  I Ou  j)ciil  ainsi  dire,  au  berceau,  cl  il  ol  \  raiNcmhlahli' 
(lue  >cs  j)i'()i;rès  ne  scroiil  pas  ra|)i(le.s.  car  le^  dil  lieu  Ih's  \  s(Hll 
éiU)nne>:  les  Iccleiiis  (iiii  a|t|)n»l(»iidii(tn  I  les  prohièmo  s(niic\('îs 
|)ar  ce  l>i\i('  coiiiprcndroiil  inieii\  la  iialiir<'  de  (|iiel(|iies-iiiies  de 
ces  dilliciillés:  ce  ne  scia  pas  là  le  momdi'c  des  piolils  <pi  ils  rcli- 
reronl  de  celle  lecliire.  par  ailleurs  a[lra\aiile  par  le  choix  ingé- 
nieux cl  xarié  des  applicalion.s. 
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Juillet   i()ii). 


LES 


SPECTRES  NUMÉRIQUES 


INTRODUCTION. 


C'osl  un  fjHl  aii|()m(l  lui:  hicn  ((nuiu  (|u  imc  smic  de  cliiHics, 
(oi'inaul  Mil  ii()nil)r<»  in'm'I  posihl,  pciiL  ni(''N('iih'r  auliiul  de  (liscrsiic 
et  l'csiinici' aulaiil  de  coniplicahons  (iii  [\i\r  loiichoii  d  nu  n(»inl)r(' 
quelconque  de  \anal)les.  Kn  lan<;a<;e  |)i'(''('is  de  la  llii-oric  i\(''^ 
enseud)!<'s,  ou  re\|)iiiue  eu  disaul  (|ue.  d  nue  part,  rcuscnihlc  de 
louelious  d  Hue  saiiahie  a  une  puissance  au  |)lus  (''<^ale  à  la  puis- 
sance de  l  ensemble  des  ensembles  de  n()ud)ies  réels  posillls  (cl 
même,  si  l'on  \(miI,  de  nombres  C()m|)iis  enli'("  o  el  i)  el  (pic 
d'aulre  pari,  si  Ton  lail  I  abslracllon  de  la  conliuuilc  de  la  coiro- 
pondance  enlre  deux  ensembles  continus,  il  n  ya  pas  ({(Mlin'éreucc 
essenlielle  entre  les  ensembles  continus  à  unv  dimension  el  les 
enseud)les  continus  à  /i  dimensions,  c'esl-à-dire  enlre  les  lonci  unis 
dune  xariabie  el  les  fonctions  à  /?  variables  (  '  ). 

De  là,  à  se  demander  s'il  esi  possible  de  l'eprésenter  effecti- 
vement une  jOnc lion  par  un  nombre.  a\ee  une  correspondaucc 
définie  enti'c  les  ('b'-iuenls  déterminants  de  la  toiicliou  el  la  mmIc 
de  chifTres  c()m])osant  le  nombre,  il  n  \  a  (piun  pas. 

C'esl  à  cet  ordre  d'idées  que  se  rattac  lie  la  théorie  des  spectres 
numériques  dont  nous  présentons  dans  ce  pelil  li\re  une  picuiiérc 
es([iiisse  et  à  laquelle  la  (juestion  posée  loiil  à  l  heure  ollre  un 
champ  d  applications  inléressantes. 

On  apprend   dès   le  début  de  l'Aliiébre  <pie.   pour  résoudre  en 

(' )  E.   I^oni:i.,   Leçons  sur    la  tliëorle  des  fonclioii'i  (  GauLliier-N'illars,    I^iUMs, 
191 'l,  -i"  édit.,  Cliap.  1  et  Noies  I  cl  III). 

P.  I 
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nombres  \\\\  [Mohlrinc  à  pliisirnrs  mconmics,  ri  h\\\\  i\\\\i\u\  ({'(''rni.!- 
lions  nuDiérlqacs  (lisiinclcs  (ju  il  \  ;i  (rmcomnics.  Mais  (•ciîjiiiis 
|)i'()l)lrmt'.s  (1rs  plus  (''l(''m('i>l;Hi('s  scmhiciil  déjà  conl  rrdirr  (('Ile 
asscrlKHi.  (  )ii  <<>>n»aîL  \),\v  v\vu\y\i\  de  ces  jnohlrmf's-di's  inci  les 
(|ii  on  se  |)i"()|)<>s('  (Mî  inahrrc  de  <lisl  i  acl  ion  dans  les  socirlôs,  ou  le 
calciilahMii'  (  <l<'\  m  )  se  lail  loil  de  dcNincf  j)r<'s(ni('  inslanlaïK-nicnl 
plusieurs  nonihics  pcnsc's  d'apirs  une  seule  doniH-c  ntînKricjiic 
(|ii  on  lui  ('nonce  cl  (jiii  csl  le  )'(''siillal  iinal  d Un  calcul  aïKiiM'l  il 
n  assiste  pas.  La  coni  radicl  lou  coinnie  oji  sail  n  <'sl  (jii'apparenle  : 
en  realih',  ce  soni  plusieurs  données  numéncpies  (pTon  fournil  au 
de\in  sous  !'aj)pai'ence  d'une  seule  donl  les  segments^  inroupes  de 
(  liillres  C()n\enal)lenienl  (l('lniiii(''s,  lui  i'é\èlenl  diieclenienl  ces 
données. 

(]es  petits  jeux  aritlunétupies  sn«;<;èrenl  Fidée  den  i^énéi-alisei- 
l  aitilice  pour  qu'il  piHsse  s'étendre  à  des  problèmes  phis  iinpor- 
lanls  et  moins  simples.  Kt  il  se  trouve,  en  eft'et,  (pie  ees  problèmes 
(démentaires  ne  sont  que  des  cas  très  particuliers  d'un  problème 
d'ordre  £;énéral,  résohdde  par  le  même  artifice  et  consistant  à 
calculer  nujnérique nient  une  suite  limitée  ou  illimitée  d  in- 
connues^ et  pcir  cela  aussi  une  fonction  inconnue,  par  une  seg- 
mentation appropriée  de  la  valeur  numérique  d\ine  seule 
donnée  S,  le  m.ode  de  segmentation  étant  indiqué  par  les  con- 
ditions du  problème. 

Dans  la  théoi'ie  ([ue  nous  exposons,  la  donnée  numérique  S  est 
<'elle  que  prend  nne  expression  analytique  déterminée  4>,  convena- 
blement rattachée  à  la  suite  d'inconnnes  du  problème,  pour  nne 
certaine  \alenr  particulièi'c  d'une  variable  qu'elle  contient.  Aous 
l'ap|)elons  spectre  de  la  suite  d'incf>nnues,  primitives  ou  auxiliaires 
du  problème.  La  manière  dont  les  inconnues  se  déterminent  à 
l'aide  de  S,  et  hH[ueile  n'est  qu'une  adaptation  appropriée  de 
l'artifice  (bi  devin  dans  les  petits  jeux  arithmétiques  cités,  rappelle, 
en  efïet,  celle  donl  le  s|>eclre  lumineux,  dans  l'Analyse  spectrale 
cliininpie,  révèle  les  (dènienls  enhanl  dans  la  composition  du  corps 
anal  \  se.  Ainsi,  un  specire  nuinérujue  se  Irouve  être  composé  de 
i;roupes  IN/v  de  cinirres  si^nilicahfs  sé|)arés  par  un  nond)i'e  plus  on 
UKHiis  <;i'and  de  Z(''ros  inlercalés,  comme  un  sjx'cire  liinnneux  se 
conq)ose  de  ('anindures  <'l  de  laies  séparées  [)ar  les  parties  sombres. 
[^e    nombre    de    z(''i'os    inlei'ca!(''s    (  détei'ininant     la    disj)crsioii   du 
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snecli'c  lumK'rKjiic  )  <'liiin<;('  nscc  la  Naiialioii  d  nu  paianirl  l'c  (jiio  le 
calculalciii' <'sl   mailrc  de  laiir  Nancià   son   i;r(''   à    pailii'  d  imc  crr- 
jaiiie  t»ran(l(Mn',  comme  !  ('IcikIim'  do  paiMics  somhrc^  i  (h'-lciunnaiU 
la  dispersion  du  spcclrc  Inmiiicnx  )   (dianj^c  a\('c    la   \aiiahon   de  li! 
Icmpri-al  nr<'.  on  de  la  prcssnm,  (jnc   i  ('Yjx'rimcnlalcnr  pcnl   modi- 
licr  à   son    aise.    Le    i;iM)n|)('    nnnKMKjiie  N/,   (ia  /"'""'  cannclnic  du 
spcclrc)  dch'rminc  à  la  simple   inspeclion  \r  nonduc  cnlicr  ptnani 
Ir  l'olc  d  nn<'  inconnue   piimili\e   on   an\il!a!r<'   du    |)rol)lème,   cl    le 
(dilllVe  de   lanj^  /  dn    i;i'onpe    \/,    (  la  /'"'°  raie   de   la  A'"'""'  canneinre 
spectrale  )  di'lermme  le  /"""^  (diiHVe  de  I  inconniK'.  (Tesl  là  un  pro- 
c(''d(''  a!ial(^i;u<'  à  c(dni  emp!o\(''  dans   !'  Viialyse  spech'ale  (  liininpie. 
()n    a    ainsi     un    piocede    de    calcul    (nie    nous    sommes    lenles 
d  app(der  le  procédé  spcvinil  de  calcul  niunérir/ue  el   (pu  coii- 
sisle  à  disperser  en   im  specire  iHmM'M*l(jiie  les  valenrs  d(  s  incon- 
nues,  cojiime   le  prisme  disperse   le  faisceau   des   rayons   Inmincnx 
eu  un  specli-e  himiuenx,  !  ('\|)ressi()n  aualvh([ne  <l>,  la  génératrice 
spectrale  dn   prol)l<"'me  \    p>nanl  ainsi    nn  r(')le  aual()i;iie  à  celni  dn 
prisme   ana!\>enr.    \'A    il    se    lron\e  (pie    le   pi()C(''(l(''    esl    sii^ccj)!  ihie 
de  fournir  à   la   fois,   el    par  la   coulimialioii  suffisante  d  un   nuMue 
calcul  un  m(''ri(pie,  les  \alenrs  d  autant    d  incouuues  (pion   ie   \eiit 
diiu    prol)l(''iue    ampud     i!     s  applupie,    ainsi    (pTindiN  idneîlemcn  I 
(dia([U('    (Inllre     et     clnupic     dt'cimale    d  nue     (pudcoiupie     de     ces 
incounnes.  De  pins,   d    permet    de  d(''te!'miuer  les  valeurs  e.rac/es 
d  nu   nombre   \oiiln    d  incounnes   à  1  aide   d  nue    \alenr   si/ 1 fisain- 
inent  c/ppiocliée  d  nu  seul  uomhre  S. 

[.e  prociM^'  specli'aL  sons  la  foiMue  expos(''e  daus  ce  !i\re. 
sapplupie  à  Ions  le>  prohh'iues  do/it  les  inconnues  se  htissent 
mettre  en  correspondance  définie  avec  une  série  de  puissances 
à  coeijicicnts  nombres  entiers,  (iràce  à  r;u*l)ilraire  (pie  com- 
porte la  notion  d  nne  telle  corres])oudauce.  des  prohièmes  de  cette 
espèce  se  reuconireut  dans  tontes  les  hraiulies  de  calcnl.  depuis 
les  prol)!(''mes  les  pln^  (d(''meutaires  d  \  ni  linu'l  upie.  d  \!ij,èl)re,  de 
(ialcul  de  Prol)al)iliI(''s,  pis(pi  an\  |)rol)l("'i)ies  Narn's  de(.alciil  IuIî- 
uitésimal   et  de  la    I  li(''orie  Av^  hOuchous. 

Ainsi,  une  certaine  fonction  ratiomudie  coiidnit  à  nn  spectre  de 
la[)arlilion  de  nombres,  indupiant.  à  simple  \ne,  de  combien  de 
manu'rcs  nu  eut  ler  \  ariable  se  laisse  expi'imer  comme  conibiuaisou 
Imi'aire  lionio^i'iu*  d  nue  suite  douu(''e  (reuliers  positifs. 


•ï  INTHODl  CTION. 

La  s(''ii('  (le  L;nnl)('il  «oihIiiiI  à  un  sncclic  des  ii(»iiil>rrs  dr  <|i\i- 
>;('iii.s  <l  Mit  ciilicr  \arial)l(',  ainsi  (^[i  ii  des  spci  Mes  doiil  les  r\r- 
aïKMils  |)I(''S('mI('IiI  des  rappoils  siiiiph-s  a\cc  les  iMmihrrv  nic- 
anicrs. 

].('  |)i()('<''d(''  .sjx'cl  rai  de  d(''\('l()j)|)('nu*nl  en  sriics  diflrrc  ciillrrr- 
nH'jil  des  |)r(K(''d(''s  aci  iicllcmctil  conmis.  Il  coiisislc  à  lormci-  un 
"speclre  ralLu  lie  à  la  loiuiioii  à  drx  (doppcr  en  M-iic.  Iccjjk  I.  j)ar 
:ses  cannelures  cl  ses  laies,  lomiiil  dirc.'eleniciil  on  par  un  ealciil 
-('"onnu  soit  Ions  les  eoelfieieiils  du  (lévelo[)pem('nl  à  la  lois,  soil  un 
«•nseiuMe  \onin  de  ces  coefïieienls,  soil  srparrincnl  loni  coeffi- 
<eienl  \oulu,  on  nirinc  nu  (  liillVe  (rnn  ran<;  \onln,  d'un  eoefficicnl . 
J^e  spectre  Ini-nicnie  se  calenJe,  à  Taide  de  la  lonelion  considérée, 
tconmie  valcni-  numérique  dune  expression  en  lernies  finis,  d'une 
intégrale  simple  on  multiple,  etc. 

Les  intét;rales  définies  simples  ou  multiples,  en  correspondance 
'définie  avec  une  série  de  puissances  à  coefficients  nombres  entiers, 
se  calenlent  soit  sous  la  forme  même  d'un  spectre,  soit  à  Laide  des 
<<'léments  (cannelures  et  raies)  d  un  spectre. 

Mais  c'est,  crovons-nous,  dans  le  domaine  de  la  tliéorie  des 
fonctions  que  la  métliode  s])ectrale  peut  conduire  à  des  résultats 
les  plus  intéressants.  Notamment,  elle  fou/ /ut  des  moyens  effi- 
caces de  représenter  une  foneiioii  analytique  par  une  suite  de 
4-Jnll'res.  La  représentation  s'effectue  à  l'aide  d'un  spectre  de  la 
Jonction  a\ec  l'adjonction  d'un  ensémiile  d'indications  sur  ses 
j'apporls  avec  la  fond  ion,  concernant  les  signes,  le  mode  de  -sci;- 
mentation  du  s])ectre  con\enant  an  [)roblème,  et  les  relations  des 
5e*^inents  spectraux  a\ec  la  fonction. 

Ces  dernières  relations  restent  immuables  pour  les  fonctions 
faisant  partie  d'une  même  catégorie  spectrale  de  fonctions,  une 
l(dle  catégorie  ("lant  caractérisée  par  un  ensemble  de  particularités 
d'ordre  aritlunrl ique  rattachées  aux  coefficients  du  développe- 
ment de  la  fonelion  arbitraire  de  la  catégorie  et  concernant  la 
manière  de  rendre  ces  coefficients  collectivement  nombres  e/i tiers 
par  une  suite  (l'o|)(''ial ions  déterminées  effectuées  sni-  la  fonction. 
On  arri\e  ainsi  à  d(''lerminer  conq^lètement  des  fonctions  définies 
pai*  de's  conditions  très  larges  et  dépendant  dans  un  autre  mode 
de  classificalion  d'un  nombre  infini  de  paramètres,  à  l'aide  <le 
données   numériques   en  injmbre  fini^   ce   nombres   \ariaul    d'niKî 
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caléi^oric  de  (oiiclloiis  à  une  aiilrc,  Miais  i^fslnnf  iininiiahlc  pour  les. 
fonctions  dune  inrnic  calrj^oric.  (i"<'sl,  pai'  cxcniplc,  ainsi  (ju<* 
l'('nsenil)]('  de  loncl  ions  y  (  c  )  drscloppahlcs  en  sf'i'ic  i\r  puissances 
(le  z  à  eoedicieuls  (i,^  noinhi-es  enliei's  apparaît  eoinnie  une  eah'*- 
<;<)i'ie  de  fcMietions  à  dr'ux  paramètres;  (|ue  r<'ns(Mnl)le  de  lonelions 
à  a,i  noinl)i-e  eoinMien>ural)le  à  dénominateur  dont  !<•  nondnc  de 
(diiflres  de  !a  |)ail!e  iu>n  pc'i  iodi(pH'  et  eelin  de  la  pciiode  n  aui;- 
mentent  [)as  indéfiniment  avec  //,  loruie  une  eatr'^orie  à  quatr,' 
paramétres,  ce  nombre  se  r<''(luisanl  à  //•ois  pour  les  louchons  à  a,f 
fraction  diM-imale  [)éiMO(li(pn'  simple  ou  à  un  nomhi'c  liui  de  dc'ci- 
males;  (|n(^  rensemhle  (l<'  fonctions  alj^éhriqnes  à  a,i  counneuMi- 
i"al)le  forme  également  une  caté<;()rie  à  f/ua/fc  j)araméli-es,  <'lc. 

Ce[)endant,  la  méthode  specti'ale  nCsl  i;uéi;e  hornc'e  à  des  caté- 
i;ories  déterminées  de  fonctions.  Toute  J onciioii  aiialyliquc  f  { z) 
peut  être  représentée  ddiis  un  cercle  quelconcjae  du  plan  des  z- 
dcins  lequel  elle  est  liolomorphe^  et  avec  une  appioxiination 
voulue^  par  un  nombre  et  un  ensenihle  dUndicalions  sur  ies^ 
rapports  entre  les  segments  de  ce  nomlire  et  Ut  Jonction . 

Divers  éléuients  caraclc'risticpn's  des  fonctions  analyticjnes  se 
laissent  résumer,  condenser,  en  un  seul  nouihre  cl  un  enseud)le  d(" 
telles  indications.  Fel  (;st,  [)ar  exemple,  le  cas  des  sin g(darit(''S 
d'une  fonction  comprises  dans  nn  cercle  a\ant  pour  c<'ntre  un 
point  ordinaire  de  la  fonction;  le  cas  des  zéros  d  une  ionclion 
méromorplie  comj)ris  dans  un  cercle,  etc. 

Il  est  l)ien  entendu  que  dans  ce  [)etit  li\re  la  ([ueslion  posc'e  ait 
déhnl  de  celte  Introduction  n'est  qu'effleurée  et  cnN  isa^éc  du  poml 
de  N  ne  spécial  de  la  llu'orie  des  spectres  numériques.  Les  re(  lu'rc  lies 
plus  approfondies  sur  les  correspondances  entre  les  fonctions  cl 
les  suites  de  cliiflres  conduiront  à  des  résultats  autremeni  inté- 
ressants. 

Il  nous  reste  à  dire  un  mol  sur  les  termes  em[)loyés  dans  re\[)o- 
silion  de  la  tlieoric. 

Les  termes  :  spectre^  spectre  continu^  spectre  discontinu , 
spectre  segni^n taire  ont  déjà  été  employés  dans  des  domaines  tout 
(lifTérents  de  celui  de  la  tliéoi'ie  que  nous  exposons.  Dans  ses 
rciduM'clies  hien  connues  sur  la  théoi'ie  des  I  ransfoiinal  ions  orllio- 
^onales  d  une  lorme  (piadrat  i([iie  à  un  nombre  infini  de  \arial)les. 
M.   Hilherl    intioduit    la   noticni    du   specli<'  d'une  forme   (juadra- 
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iMjiic  en  le  (If'li  n  issiinl  coiiniH'  I  (•iisciii  l»!<'  d  Jillixcs  (!<■  cciliniis 
ixmmIs  i'('m'Is,  /('I'os  (le  (I  iscniu  iiuinl  s  de  IcMcn  ((mdics  (  '  ),  Le  spcclic 
<imsi  (h'Iim  csl  composi'-  de  poinls  mIim-s  sur  !  use  ic'cl.  (  j's  jxunls 
|)('ii\('Hl  loiiDcr  lin  cnscinhli.'  (I<''ii()ml)i;il)!('  de  pomis  isolc'.s  :  c  (•>! 
le  s|)('<li'('  discoiil  mu .  Ils  |)<'i!\('nl  aussi  (''Irr  disl  iihiK's  sur  des 
s('i;in('nls  de  laxi'  iccî  parloiil  dense  :  e  es{  le  ^peelr*-  se^nienlaire 
(Ml  eonlimi.  (les  notions  el  ce  lan<;ai;('  inler\  lennenl  dans  la 
lln'one  des  e(nialions  inléj^iales  où  <'lles  soni  inlrodniles  par 
!'inter\  enl  ion  in(''in<'  de  iormes  (juadral  i(|ues  à  un  innnhii'  iniini 
de  \arial)les  dans  celle  nou\(dle  hranelie  (TAnaUse. 

Cejx'ndanl,  ces  lernu'S  sutïjjéiM's  par  des  anaJo<j;ies  salues  el 
loinlaines,  doni  aucun  piofil  parlicuher  ne  saurail  èh'elirc'  dan> 
celte  dernière  [Jiéorie,  n  v  sont  nullement  indlspensaljles  el  ne  s'\ 
inij)osent  i;uère.  On  [)ent  traiter  les  problèmes  dans  lesquels  on 
les  a  fait  ainsi  interNcnir,  sans  les  employer  et  sans  que  cela  port** 
le  moindre  ])réjudice  à  la  théorie  ni  à  la  facilité  de  son  exposition. 
]\ir  contre,  ils  s'imposent  dans  les  problèmes  que  nous  traitons, 
d'une  part  par  les  analogies  réelles  et  frappantes  que  la  métliode 
spectrale  présente  a\ec  les  procédc's  usités  en  Analyse  spectrale 
chimique,  et  d'autre  part  par  les  sim[)lifications  cju'ils  y  apportent 
et  que  Ton  appr(''ciei'a  en  parcourant  les  (diapitres  qui  suiyent  ('-). 


(*)  D.  IIiLBERT,  Grimdzuge  eiiier  allgenieinen  Théorie  der  lineavcii  Iiite- 
gralgleicliun gen  (  Vierte  Mltleilang  Gotling.  Nachrichten,  1906). 

(-)  Plusieurs  dos  résultais  conlcnus  dans  ce  livre  ont  été  communiqués  à 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris  (séances  du  7  mai  et  du  i4  niai  1917,  du 
17  septembre  1917  et  du  2.5  novembre  191S). 
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SPl^XriRES  NUMÉRIQUES  KT  UA  RS  ÉLÉMENTS. 


I.  —  Suites  d'entiers  réels  positifs. 

1  .      S  (  )  I  <  '  M  ( 

O)  No,     N,,     No,      ... 

une  siMlc  (les   iioiiihrcs  ciilici's   i'<''('l,s   posilils,   ///;   un  ciilicr  po^ilil 
sM|)(''i'i<'ui'  on  (''L;al  ai!  nombre  dv  i'hiilrcs  de  \/,,  cl  )//.  ic  «"'""^  clnUre 
(le   N/;,    le    rani;   /  du    clnllVe   élanl    comph'-,    connue    <ni     le    taii   en 
Arllliniéli({ue,  de  droile  \ei\s  la  i;auehe. 
l^'oiinons  le  litinipe  ntnncrique 

(2)  G/,  =  00.  .  .oNa: 

eoui|)os(''   du    in)ud)re    \/,.   pi'éei'dé    d  aulanl    de    Z(''i"os  (ju  d    en   laiil 
|)our  (|ue  le  nonihi*e  lolal  de  ciiinVes  du    j^iinipe  (  >.  )  soil  é«;al  a  ///,. 
h'onnons  eusulle  le  nombre 

(3)  GoGi G2  •  • .  G„j 

obleuu  en  eerixan!  boul  à  boul,  à  la  suile  les  uns  des  aulrcs.  les 
i;rou[)<'s  numéi'lques  (io,  (ij,  iii-)  .  •  •  <'•  <>i'  '^"^  j^i'oupes  (les(  InllVo 
.sij>uHiealifs  de  deux  entiers  conséeutîfs  j\>t_,  el  JN^,  sans  (juc  jamais 
les  uns  em[nèl(nil  sur  les  auti'es,  peuvent  se  Irouxer  sc-paiés  par 
des  zéros  en  ncnnbre  plus  ou  moins  considérable  suivant  tpi<' 
Uéeart  entre  h/i  el  le  nombre  ('Ileetil  //,  <!«'  eliifVres  >ii;iiilicahls  de 
Uenlier  A,/;  (\sl  plus  ou  moins  i>rand. 

I.a  suile   (3)   ainsi   Tonnée   rappelle    les   spcclro   lumineux    des 


s  I'hi.mikiu;   pauiii;. 

coips  incjmdcsccnl  s  :  les  ^loiipcs 

(le  cliiUrcs  si^iiilical  ils  n-  (■ori'csjxiiHJiaiciH  aii\  caiuM'Iiircs  du 
spccl  l'c  :  les  zrros  (|iii  les  si'parciil  coricsiKtiMliaicnl  aii\  pailics 
s(>inl)r('s,  cl  les  cliilïrcs  si<^iiiJi('al  i(s  ('ii\-mrm<'>  aii\  laics  sncc- 
I raies  doiil  rcnscinhlc  caraclrrisc  un  clriiicnl  N/,  par  leur  \alcm' 
<'l  leur  position  relalisc  dans  le  spccliT. 

(j'csl  pat'  une  Icllc  assimdalioii,  pciincllanl  d  al)rr'i;('i'  le  lan^ai^c 
cl  de  l'cndi'c  l'exposil  ion  plus  elaii'c,  ([uc  Jious  d(''sii;in'rons  : 

i"  [^a  suile  de  (InfTi'es  l(ni)ianl  le  nomJjfc  (  .)  )  après  >  a\oir 
séparé  (i,,  cl  (j,  par  la  \ir<;n[e  décimale,  (domine  spectre  de  la 
suile  nnnn'Miqne  (  i  )  ; 

a'^  La  partie  de  (3)  composée  des  cliiflres  sij^nificalifs  de 
Tenlier  W/^  comme  /,''''"•"  partie  brillante  on  h^('"^^'  canncluri'  du 
speelre; 

3**  La  j^artie  de  (3)  composée  des  zéros  interposés  entre  les 
(driffres  sii;nificalifs  de  ]Na_,  et  cenx  de  N^,  comme  /'^'""^  partie 
sombre  dn  spectre; 

\°  I^'enseml)le  Ga  de  ces  deux  parties  de  rani;  /  comme  /'''''«<? 
tranche  spectrale; 

5'*  Le  chiffre  \).  dans  (3  )  comme  i'^'"^  raie  de  la  k^'-'"'^  canne- 
lare  S])evtrale  (on  de  la  A'^"'"^  tranche  spectrale)  ; 

(\^  \j  étendue  de  la  A'^"'^  tranche  spectrale  est  mesurée  pai- 
l'entier  /iy^,  celle  de  sa  partie  brillante  par  l/^  et  celle  de  sa  partie 
sombre  par  la  différence  hji —  lh\ 

^"  L'entier  m  indiqne  le  nombre  total  de  tranches  spectrales; 
le  spec'trc  est  liniiti'  ou  illimité  snivant  que  m  est  fini  on  infini; 

8*^  La  loi  de  variation  de  l'entier  A;;  avec  son  rani^  k  représente 
le  rythme  spectral;  celui-ci  est  uniforme  lorsque 

/i,  =  ^,  — . .  .=  h,n, 

c'est-à-dire  lorsque  tontes  les  tranches  spectrales  ont  la  même 
étendne;  il  est  uniformément  accéléré  lorsque  l'étendue  de  la 
tranche  croît  propoitionnellement  à  son  ran",  c'est-à-dire  lorsque 
li]^:^  h  -\-  ck,  où  //  et  c  sont  deux  entiers  positifs  ne  >arianl  j)as 
avec  /(•;  le  rythme  scv[\  à  accélération  croissante  lorsque  l'cntiei'c 
auj-uienle  avec  /  ;  il  sera  oscillant  si  hf^  subit  des  variations  oscil- 
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laiilcs   l()rs(jii('  /    cioîl    d  une    niiiiiM'ir   pin^rcssix  c  ;     il    sciji   pcrio- 
(lL(lue  si  les  vjiiuilions  de  //,;  soni   ix-nodlcjucs,  v\v.\ 

()"  \a\  (lifïV'i'ciii'c  A/. —  //,  nicsiirc  la  (lisj)crsioii  du  spcclfc,  con- 
slaiilc  ou  \;n'ial)l('  avec  /,  ;  le  spcchc  csl  le  plus  iiniassc  |K»s>d>l('. 
vvs\-i\-{\\vv  à  (lispi'i'sion  inillc  l()r.s([ii('  les  [)aili<'s  soinhics  \  dis- 
paraissciii  cl  les  cauiicliircs  se  loncdicnl. 

L()rs([ii'(!ii  se  donne  la  suite  (  i  )  el  le  i\lliine  ///,  de  son  spccli-c. 
<ui  l(H  inci-a  ce  s|)(M'H('  (Ml  ((uinanl  1rs  groupes  niMn(''i'i(|U('>  coi  rcs- 
pondaiils  (  i„,  (î,,  (1^>,  ...  cl  cii  les  <''cri\anl  houl  à  houl  sur  une 
rangée,  sni\anl  Tordre  naturel  de  leurs  rani;s. 

In\  ersenicnl ,  lors(ju  on  se  donne  le  >|)eel  l'c  (  .)  )  et  son  r\lliiiie  ///.. 
!e  lerinr  !\/,(le  la  suite  correspondante  (i)  est  fourni  par  la  /""  " 
cannelure  du  spect  re. 

Le  spcclre,  par  cxcinplc.  de  la  suite  naturelle  de  noinhres  à  deux 

ciiiHres 

II,      I  g»,      i3,      .  .  . ,     <)8,     ()Ç) 

à  ryllinie  uuilornie  ///,=  .)  serait 

o  1 1  o  r^.o  I  ■]  .  . .  o9<So()9  ; 

sa  dis[)crsion  est  consUinle  et  é<;ale  à   i. 

Le  spectre  de  la  suite  de  eoeflicieuts  hiiionies 

:)• 

à  iNlInnc  uniforr.K'incnl  aec('l(''r(''  //a=  i  H- /  esl 

I  o7()>  I  oo3  ")0o()3  3oooo>.  i  oo(,>t)()o  70000000 1 

el  sa  dispersion  est  croissante. 

Le  spectre  de  la  suite  illimitée  des  cocllicicnts,  noinl)res  entiers, 

du  d(''\  cJoppcnîcnl  (\c  f  {  z  )  ■= ^  à  r\  t  lune  oscillant 


h/^  =  -  (  3  —  CCS  k  -  ) 
est 


il  est  [H'riodmue  el  à  (hs[)eision  nulle. 
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2.  l  n  rNlIiiuc  ///,('>!  ;i  (•oiisi(lci<'r  coin  me  roiit  i>al  i  hif.  (lifc  une 
s  m  le  (  I  )  (Ion  m'c  m  Ton  a  A/,  —  //r^  <>  [kxi  r  loi  il  es  les  \  alcm  s  /.=:  i , 
M,  ...,///(!  (MiIkt  //„  |)oii\iiiil  ('■Ire  (iiicIcotMiiic.  son  aii^niciilal  i(»ii 
ne  |)ro(lii  isaiil   [amais  I  (•in|)rrl('in('nl  du  i;roii|H'  (îy  Mir   !(•-»  aiilrcs). 

(  )ii  a  à  ("Cl  (''j[;ar(l  les  r('<;l('s  stii\  ailles  : 

PiiKMiijU':  iiiiGLK.  —  Une  suite  (i)  luriili'c  adnict  I  ou  jours 
vonuiic  rytlimc  compafible  le  rj  f/uite  un(/o//ne  ///f=  //,  où  h  rsl 
un  en  lier  (luelconque  égal  ou  supérieur  au  logarithme  du  plus 
grand  lernie  de  la  suite  (  ahslraclioii  (aile  de  son  picinicr  Icnnc). 

(  liw  l'on  a  IN/,^  I  o^'  <'l  par  snilc  //,5  li ■ 

I)euxij;me  RÈdLi:.  --  U/ie  suite  (i)  li/niter  ou  illiniitru'.,  dont  les 
termes  (  ahslraclion  iaiU*  du  j)r('iiii('i' )  ne  surjnissenl  pas  un 
nombre  fixe  B,  admet  eomme  rytiime  compatible  le  rythme 
unifoinie  h/,=  h  où  h  désigne  un  entier  (/ueleon(iue  supérieur 
ou  égal  à  loi;]^. 

(  Comme  dans  la  lèole  précédente.  ) 

Tn()isii:MK  iiKGLE.  —  Ine  suite  (  i)  illimitée  telle  qw  v^^«  n^ aug- 
mente pas  indéfiniment  avec  n  admet  comme  rythme  compa- 
tible un  rythme  uniformément  accéléré. 

Cac  alors  N,/,  [)oiir  loute  valeur  de  /^,  reste  inférieur  à  une  eei- 
laine  expression  AB"  où  A  et  B  sont  des  nombres  indépendants 
de  n  ([iTon  peut  prendre  su|)ériears  ou  égaux  à  i  ;  on  a  donc 

où  h  esl  un  enlier  sup(''rieur  ou  éi;al  à  logA,  et  c  un  entier  supé- 
ncur  ou  ('i;aJ  à  lo^B;  la  suite  (i)  admet  ainsi  le  rjtlime  uniformé- 
ineiit  accéléré  /i/v=  h-{-ck. 

Vinsi,  uwv  suite  (  i  )  don!  le  terme  i;énéral  IN,/  s'exprime  par  une 


intégrale  d(''lini<'  de  la  lorme 


N 


u  clanl  une  lojiclion  'Av  t  (!nic  cl  posiliNC  entre  les  limites  suppo- 
s(''es  finies  a.  cl  />,  cl  /•  une  ronchon  de  /  lime  entre  ces  limites, 
admcl  loup)urs  un  in  I  lime  iinilorm<''mcnl  accéléré.  En  efîet,  en 
d(''Mi;naul    par    \    la   \al<'iir   de  jNy   et    j)ai-  J^  la  plus  grande  valeur 
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(]<>  /'  ('nlr<'  les  linnh's  d  i  n  !('';;  la  1 1  on,  on  :i 

Par  exemple,  pour  la  siiile  illiinilee  (  i  )  a\anl  eoniine  lerine^ 

;>(:)■(';. 

oi)  a 

7Ï 

N„= /      cos2"^^//, 

'^    -A 

(le  soi'le  (|ue    V  =  i  ,  B  =:  j  el  la  su  Ile  ad  m el   !e  r\  I  lune  ///,=  /  . 

()uATniÈ!VIK    RÈGLE.     —     UliC    SllitC    (l)     HUluitrC     Icllc    (JUC    \\n 

ri'sie  inl('i'ie(ire  à  VB",  où  \  ri  W  sont  (leur  consldulcs  Jlnics 
fi res^  admet  comme  rylJimc  comjxitiblc  Je  rythme  à  <iee(''l(''- 
rarioii  croissante  /i/f=z/i-\-cA-{-  i,>/i''  oi/  h^  r,  i^-  sont  trois  entiers 
positifs  convenablement  choisis. 

Car  alors    \„  r<'sle,    pour  loule  valeur  de   // ,    plus    jx'lil    (pi  une 

eerlaine  e\pressH)n 

CA"B"'li(/'+''"+.^"% 

où  /i,  C^  g  sont  les  enliers  posilds  sujx'rn'urs  ou  (''i;au\  aux  \aleurs 
respectives  de  1(){;C,  loj;A,  lo<;H. 

(iiiVQUiÊMK  RKCLE.  —  Une  suitc  (  i)  limitt'e  ou  iUimil<'<\  admet- 
tant un  rytlime  Ii/(,  admettra  aussi  tout  rjth/ne  A^.  tel  (jue 
^*/(=  hii  poiLr  /.=  I ,  :>-,  .S,  .... 

Une  sulle,  par  exemple,  adnuilanl  un  rNlInne  unitornn;  hh=-h^ 
admellra  en  nn^ne  lemps  loul  rxllime  unifornn'inenl  aee('lei-('' 
/</,=  A-|— (•/,  ainsi  (pu'  (oui  r\llime  à  ace(''l(''raln)n  eroissanle 
li/.-:^  h -{-  ch-\- g/i- -\- .  .  .  ([uels  (pie  soient  les  enliers  posi- 
lifs  r,  g,    .... 

II.  —  Suites  d'entiers  quelconques. 

\\.    1^1  an I  donnée  une  suile 
(5)  Mo,     M,,     Mo,     ... 

d'entiers  quelconques^  lu'els  on  imaginaires,   positifs  on   nei;alil>. 
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cl  0/,  climl   !  une  (les  (iiuilrc  \;i leurs 

(  (\)  I ,      —  I ,      ^ ,      —  «"  i  i  =  sj —  I  ) , 

on  j):'ul  loitjours  lui  adjoiiiclic  une  sni/c 

(7)  ■  f^o,     0,,     0,,     ... 

fcl/e  (jue  l<(  pctrllc  n'cllc  ci  le  conj Jiricnt  de  i  de  ht  ixtilic  inia- 
miiKiirc  de  cIicKiue  fer/ne  de  la  suite 

(8)  OoMo,,   0,M,,     OoiM.,,     ... 

soie  II  I  posi/ivf's. 

Eu  efïcl.  Si  elles  soul  de  mèiiie  sij;iie,  il  suffira  (l(j  prendre 
f)^=:  c/^  où  c/i  (lési*;ne  1  unité  afiectée  du  signe  de  la  partie  réelle 
de  M/fi  si  elles  sont  de  signes  eontraires,  on  prendra  0/,=:  i'7/^. 

Dans  le  eas  où  M/»  est  réel,  on  prendra  Ba^o-/;,  et  s'il  est  |)ure- 
inent  imaginaire,  on  prendi-a  pour  0/f  I  unité  alTeetée  de  signe 
de  —  /M/.f 

Lorsque  les  M^  sont  tons  réels  (positifs  ou  négatifs)  ou  bien 
tous  purement  imaginaires  (  à  eoeffleients  de  t  positifs  ou  négatifs), 
on  considérera  comme  s])eetre  de  la  suite  (5)  celui  de  la  suite 
d'entiers  positifs  (8). 

Lorsque  les  JVI/f  sont  des  entiers  complexes,  on  considérera 
comme  spectre  de  la  suite  (5)  le  nombre  complexe  S  +  ^S'  com- 
posé de  deux  spectres,  l'un  S  étant  celui  des  entiers  positifs  Pq, 
Pi^  p-2^  •  •  •  f't  1  autre  S'  celui  des  entiers  positifs  ^o?  ^i'  '/i'  •  •  •  ' 
où  /?/,  <"'  Va  si)n\  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /  de  la  partie 
imaginaire  de  l'entiei-  complexe 

(9)  0 /, IVI /,  =  /?/, -i- i^/,. 

Un  rythme  spectral  A,v  est  compatible  avec  la  suite  (5)  s'il  est  à 
la  fois  compatible  a\('c  (liacune  des  deux  suites/?^  ^^  7/.-  H  ^i^  sera, 
par  exemple,  ainsi  de  tout  rjtbme  conq^atible  avec  la  suite  E,,,  E,, 
Eo,  ...  <ui  E/,  désigne  un  entier  positif  égal  ou  supéi'ieur  au 
module  de  M/,. 

Lu  formalio/i  du  spccli-c.  d\ine  suite  d^entiers  quelconques 
se  ramène  ainsi  à  adle  dUiii  ou  de  deux  spectres  d'entiers  réels 
positifs. 


CHAPITRE  II. 

L\  GÉNÉUATHÎCK  SPHCTIULK 


I.  —  Définition  et  propriété  fondamentale. 

4.  Le  tiHl  Mii\;ml  csl  londainoulal  jKnir  la  loiMnalion  (l<'>  ^ix-chcs 
lumK'i'iqiics  : 

Etant  doiiiKU'  une  suitc^  lunlt(''e  ou  ill'unit<''r ^  cV entiers  (jiiet- 
ronqucK^  on  peut  lui  faire  roi-rcspondrf  une  jOnclion  ^}}[x) 
dont  ta  valeuj'  numéri(iu('  S  pour  une  valeur  particulière  ,T  =  .ro 
(le  la  vai'iahle  x  fournit  un  spectre  de  la  suite  à  un  rylhnic 
compatible  arec  celle-ci. 

Pour  le  laiic  voir,  disl  in^iioiis  les  deux  cas  sui\anls  : 

Premier  cas.  —  La  siiilc  csi   coinpost'c   dCnlicrs   réels   poMiiU 

(lo)  No,      \i,     N.,      

Soicnl  :  //,  le  n()nd)i-e  de  elidlVes  de  Teiilier  ^i;;;  A/,  un  eiilier 
posild  supérieur  ou  <'j;al  à  //,  ;  (1/,  le  «^^roiipe  nu  iiK'rKiue  (h'Iini 
prccédeniincnil  raltaclié  à  .\/i,  et  supposons  dahoi'd  (pie  la  siiile  (  lo) 
soil  composée  d'un  nombre  limité  m  de  lerines. 

l'ormoiis  la  suilc  d'onliers  positifs 

dO  1*1,     I^,     1^,     ... 

définis  par  la  l'clalion  de  i-(''(  uirence 

(12)  (/  =  I,  2,  ....  m), 

(        ^\  =  hi 

c'esl-à-dire  la  >u  ilc 

P:i=  /'i  H-  /'2-H  Ao, 


r.|  i>i;i:mm;iik  i-Ainii;. 

P'oriiKms  ciisiiilc  les  iKnn  |)irs  ijilioimcls  |)()silils 

'  '  'I  )  A'  I  >       oii       •  ■  ■  1      r{/n } 

Iris  (jM«' 

(  I  5  )  ,^/,  =  I  o-'*i 

(I  ;i  I  aide  dCiix  le  poK  noinc  <!<'  «h'-^if'  /)/  en  ./" 

()ii  a  le  tiiéoi'ôinr  suiNanl  : 

La  valrnr  nnnK'r'ujuc  ^I>///(i)  rcpi-i'sriiti'  le  sprct)-f'  de  In 
su  Ile  (lo)  à  ryt/inic  ///,. 

En  cfïct,  !a  valciii'  uHi^i^  rsl  mi  iionil^rc  Iraclioiiiiairc  a\aiil 
coniinr  j)arJie  eiihrro  zrro  v{  coiuinc  j)arh('  drciniale  P/, —  //>  zri'os 
coiisrriitifs  suivis  de  clufiVcs  si^iiillcalds  de  N/..  11  s'ensiiil  (juc 

(17)  .^1  N 1  +  ^.-2  l\2  + . .  .  +  .^//,  N „, 

=  o ,  o ......  o  N 1  o o  iN  2  o o  N;j  o . . .  =  0 ,  G 1  G 2  • . .  G/y, 

//[  —  /,  ziToi         //; — /.j  zéros         //^' — /:,  zéros 

et  (M>mnio  ///, — ■  l/^ilo.  la  proposition  se  trouve  démontrée. 

Sapj)osons  inaint<'nanl  !a  smle  (10)  illi/nitre.  l^e  polynone 
^l^,n(^)  devient  une  s(''rie  oiMionnée  suixant  les  puissances  crois- 
santes de  jC . 

(18)  <î>(.r)  =  No+.A'iN,^4-,^2N2^'--^.-.. 

Le  tli(''oièiiie  piN'cc'dent  sul)sisle  à  la  conditioji  de  choisir  la  suite 
<l Cntiei's  positifs  A,,  //o,  A.i,  .  .  .,  caractérisant  le  rythme  spectral, 
(h'  inaniei'e  (pie  la  s(''iie  (  icS),  axant  pour  coefficient  général 

^'7,Na=  N/. .  io-»'A  =  N/,.  10- ^'i+/'2+- ••+/'*', 

con\ei<4('  undornK'menl  pour  j'=i,  ce  (pu  est  manitestement  tou- 
p>u  rs  possilde. 

La  fonction  <J>  (,/)  ainsi  foruK'e,  se  réduisant  à  un  j)ohnone  en  ./' 
pour  une  suite  (10)  hiniti'c,  cl  en  une  série  (h'  puissances  (h'  .r 
pour  une  suite  (10)  i!!i  m  il  ('c,  sei'a  d(''sii;n(''('  coniine  s^i'tK'ralrice 
S/x'cl l'itli'.    de    cette    suite,    correspondant    au    r\thine    spccMra!    ///f 
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(I  jjprrs  J('(jiH'!   (;!!('  ;i    eh'    (oimm'c.    La   Nalciif  rtirMiriKiiii'  S  =  <I>(i) 
coïiicidc  a\('(;  le  sjx'circ  cm  isaj^r. 

Dmixiènn'  cas.  —  La  smlc  rsi  composi'c  d Cniicis  (jiicIcoikihcs 
(19)  Mo,     M,,     M-,,      ... 

i'(''o!s  on  iniaiiinan'cs,  nosilits  on    nc'iialils.    V  laide  de   laclcm"-  \-) 

Cl"  / 

lonnons  la  siiih'  d CnlrriN 

(•20)  OoMo,     0,Mi,     OoîM.,,      ... 

cai'aclcnsi's    par   !a    pi-opi-M'h''    de    iTaNoir    m    la    partir    {•('•cHr    m    le 
(■(xddcKMil  <!('  i  (\v  la  parlic  iinai;iiiaji'('  nr^ahfs.  Soil  ///,  un   ixlliinr 
('oni])ahl)!('  a\  ce   la   snilc   ( '>o  )   (M    loiinoiis   !a   smlc  coircspondanlc 
dCnlici's  ï*/,(l(''linls  par(i.)),  cl  la  smlc  4'/,  (h'Iinic  paiii.')). 
La  griKTalricc  spcclj-ale  de  la  suite  (u))  sera  la  Jonc  lion 

(•21)  ^{x)  =  0oMo-+-0iMi.r-+-0iM2./-2-^... 

et  la  valeur  nuinèritjue  S  =  (]>(i)  fournira  le  spectre  ou  les 
deux  spectres  de  la  suite  (\\))  suivant  (jue  ses  t  'j-nics  sont  tous 
réels  ou,  non. 

Il  arn\(?,  comme  on  le  xcn.i  dans  la  smlc.  (pie  la  i;(''n(''ial  11  ce 
spccirale  d Une  smlc  c()nsid(''i'(''c  s'expi'iiuc  sons  danlro  Iniincs 
analvli([ncs,  par  exemple  en  Icrnuvs  (luis,  à  !  anlc  d  Une  eoinhi- 
iiaisoii  dclcrmiin'c  de  lonclions  connncs,  sons  la  lorme  d  une  mh'- 
i;ralc  dcrniic  simple  on  mnllipic  dans  la([nc!le  x  li«j;nrc  comme 
paramètre,  elc.  De  mènu'.  le  spectre  S  sCxpi'ime  sonxcnl  pai"  des 
combinaisons  nnm(''ri(pies  simples,  pai'  des  inl(''i;ra!e>  d(''lini<'s 
porlani  sni'  de>  lonclions  connues,  etc. 

Ileniar(l  U!'  I . — On  pourrait  tonner  danlrcs  i;(''n(''rat  nées  sjx'c- 
Irales,  loni'nics,  [)ar  exempic.  par  des  s(' ries  exponeni  icMcs  on  par 
des  scM'ics  de  pmssanccs  à  [)lnMcnrs  \arial)!es.  l)anN  Cet  ()ii\r,i!4<' 
nons  nons  en   tiendrons  aux   i;(''ni''i'al  rices  de   la  forme  priMM-denlc. 

Ixeinartj ue  II.  —  On  ponrr.ul  lormci-,  d  nni?  manici-c  analogie 
à  la  prc'ccdcnlc,  des  spccli'cs  cl  leurs  j^cncrahMccs  pour  nn  >\slèmc 
de  nnim-ralion  antre  (pie  le  s\st(''me  d(''cima!,  cl  en  paiM  irnlicr 
[)onr  le  s\  sh-mc  de  nnmcr.ilion  (\c  base  i.  pour  ie(nie!  ie  spcclre 
ne  sci'ait  com|)os(''  ([iie  de  chillVcs  o  cl   1. 


if)  l'IUvMlKIU:    l'AUTIK. 

II.  —  Modes  de  formation  des  génératrices  spectrales. 
^y.    Il  )   a  lien  de  disl  in;j,n('r  les  deux  cas  siii\iiiils  : 

Picniici'  cas.  —  \a\  siiiIc  d Ciilicrs  M/,  csl  d(»iim''<'.  Si  clh-  a  Ions 
SCS  Iciim's  iM'cIs  cl  |)()siUis,  ou  (;al('ulcia  la  sm!c  de  laclciiis  <^i^ 
coi'i"cs|)oiidanl  au  iniIhuc  spccli-al  \oidii  ///^  cl  Ion  ('•crira  dircc- 
Icniciil 

(22)  *ï>(.r)  =  IMo+.4'-,M,.r-+-^2M2:r^-f-.... 

Si  les  M/,  ne  sonl  pas  lous  réels  et  [)()silils,  on  loi  niera,  en  pins, 
la  snilc  corrcspondanle  9/,  et  Ton  écrira  (lii'eetcinciil 

T3ans  le  cas,  par  exemple,  de  rythme  nniformémeiit  accélère'' 
A/f  =z=  //  -|-  ch\  on  anra 

11  =  0 
el  le  speclre  scr.i 


S  -  ^()nM,q "''?>". 


n=0 


On  cîier(diera  ensnile,  s'il  y  a  lien,  à  Iransformer  une  telle 
<'\pression  directe  de  0(;r)  en  luie  combinaison  explicùte  de 
tondions  connues,  en  une  intégrale  définie,  etc. 

DeujLLè/nr  cas.  On  connaît,  sous  une  forme  analytique  Cjnel- 
(M)nque,  la  fonction /"(.t  )  dont  le  déyeloppement  ineonnu 

(24)  /(;r)  =  Mo4- Mi^-+- Moa:2-4-.  .  . 

a  les  termes  de  la  suite  M/,  comme  coefficients  cl   le  rayon  d'iiolo- 
m!)i'plHc  /•  autour  de  x  =  o  non  nul. 

1^  l^n\  isaj;eons  d'abord  le  cas  des  entiers  M^  admettant  an 
/•ytluHO  spscti'al  uniforme  h/,=  If  (cas  des  suiles  My;  limitées,  ou 
bi(;n  des  suites  M,;  illimitées,  mais  dont  les  termes  no  croissent  pas 
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iu(l(''[iniin('iil)  cl  à  laide  de  (aclcui's  0/,  rallaclK's  aii\  M/,,  (ni-nious. 
(^lorscjiic  c'est  j)()ssil)l('  )  la  louclioii 

(2-3)  ^(x)  =  OoMoH-  0,Mi:r  +  02M2^2_|__  ,. 

La  géïK'rali-iee  spectrale  sera  joarnic  par  Ve.vjurssion 

(^G)  4>(x)  =  ^{\o-''x) 

et  le  spectre  sera 

(27)  S^^do-/')- 

L()i\s(jii(>  les  Al;;  soûl  réels  el  de  même  si<;ne,  ou  complexes  ;V 
])arlles  réelles  et  ima<^lnaires  de  même  slj^iie,  la  lonclioii  '\{X)  se 
réduil  (à  un  iacleiir  0  près  )  ày  (  ./•  )  ;  s'ils  soiil  réels  allei'nalivemcnl 
p()silds<'l  né};alils,  on  a  <l[.r)=.f{ — .r  )  ;  s'ils  sont  imaginaires  à 
pari  les  réelles  posili\es  cl  parties  imaginaires  négatives,  on  a 
d/(.r)  :=  if(.r)^  cl  si  c'est  le  conlraire,  on  aurait  '}  (  -T  )  ==  -  -  if  {s); 
SI  les  parties  réelles,  ainsi  (pie  les  parties  imaginaires  sont  alterna- 
tivement   positives   <'t    négati\('s,   on  aurait  'h(jr)=:if{ — ./),  etc. 

I.a  fonction  'lix)  s'exj)iMme  d'ailleurs,  et  cela  de  diverses 
manières,  par  une  intégrale  (l(''(inie  [)orlant  sur  y  (  .r  )  el  sur  la 
fonction 

(29)  lix)  =  Oo^^i.r-i-^,x^--h... 

(ne  d(''[)en(lant  (pic  des  signes  des  parties  réelles  et  imaginaires 
des  Mf(  el  nullement  de  leurs  valeurs  nuiiH'rKpies  i  liolomorplic 
dans  le  cercle  de  ravoii  1  avant  lOrigine  comme  centre.  Cécile  der- 
nière ionclion  se  iM'duit  à 

X(.r)  =  — ^ 

OU  bien  à 

\(x)=  — ^ 
1  -h  .r 

lors(pie   les   M/,  sont    réels    j)osilifs,  ou    l)ien  alteruativ  emeiit  posi- 
tifs et  néiiatifs. 


>/'  l^nv  isageons  maintenant  le  cas  d'nne  suite  Ma  telle  que  \   |Ma' 
ne  croit  pas  indéfiniment  avec  k   |  tel  est  le  cas  de  toute  siiil(^ 
d'entiers  réels  ou  imaginaires  figurant  comme  coefficients  du  déve- 
loppement suivant  les  puissances  de  x  d'une  fonction  f^x)   liolo- 
P.  2 


i8  l'UKMiKitr:  PAUTii:, 

i)i<)r|>li<'  ;iii  \(HMiii«j;r  de  .^mol.  L;i  ^iiilc  iidincl  un  rNlIimc 
tmilormcmcMl  ;i(((''l(''i(''  lii^n^  h -\- c^-  où  //  cl  c  soiil  des  ciilici^ 
posil  ils,  cl   l'on  ;mi;i  pour  un  Ici  r\l!imc 

— ///.  —  r 

(3o)  ^'•/^.=  i()     /^♦>''2-^-••■-^ /';.'=  lo  " 

POnnons  ht  lonclioii  aiixiliaii'c 


(3i) 
où 

(32) 


/(a?)  =^i)n(j"'-'^'"X"y 


À  =  I  4-  —  •>  q  =  \() 

c 


(jiii  csl  mw  fojiclioii  entièic  IranscciKlaiilc  de  jc,  ne  dr^pcndanl 
<[iie  des  conslaiilcs  //,  el  c  du  l'vllinu',  cl  des  signes  des  parties 
l'éeJles  el  iinai»inalres  des  Myj^  avec  lesquels  \arieuL  les  h,i.  On  aura 
le  ihéorèine  sui\aul  : 

La  génèralrice  spectrale   de    la   suite   M/.,  pour  le  rythme 
/i/(Z=  h-\-ck,  est  fournie  par  Vex])ression 

(33)  <i.U)=±J'    f(pe")V^(^'^)dt, 

où  p  désigne  une  constante  arbitraire  de  module  plus  petit  que 
le  rayon  r  dholomorphie  de  f  { z  )  autour  de  z  =  o. 

Pouj' ]e  inoiili-er,  nous  rappellerous  un  tliéoiciue  connu  sur  les 
séries  de  puissances.  Soient  deux  séries 


(34) 


l'onvcr^cnlcs  dans  des  cercles  ayant    pour  ccnti'c  ]'or!i;ine  et  poui' 
l'ayons  respcciijs  /•  cl  7',  ;  la  série 

(35)  aQbQ-\~  axbxX -^~  a^b^x^-T- .  .  . 

a  son  i'a\on  de  cojucjoenee  au  moins  T'^al  à  rr^  el  sa  somme  é^ale 
à  la  valeur  de  linléj^rale  définie 


(3G) 


—    /       f{x,e"')r^{x.e-fi)dt. 
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x'i  et  X2  <'laiil   doux  valeurs   fpiel('()n(|ues   indcpcndaules   de   l,  de 
modules  respeeûveineut   inférieurs  à  /•  <•!  ;i  /i.  cl    salisfaisani    à   la 
jelaliou  Xi  00^^=  X. 
baisons 

,,        /.M*-»-!, 
■Iil,  A (• 


((,/,■=  IM/..,         b/,—  Oa-.  io 

de  soilc  (jue  /*(x)  eoïneidc  axée  la  lonehou  ('>.\)^v\  z>(x)  avec  (m). 
Va\  pi'cnanl  pour  x^  vxwc  \aleur  eonslanle  ([iteleoncpie  p  d(;  niodnle 

oc  » 

plus  |)<'(  Il  (juc  /(M  |)oui'   ^^2  ^''  \  a  leur   -  »  eounne  1  on  a   /•,  =  co,  les 

? 

(MMiditious  du  dernier  lliéorème  son!  rcuiplies  el  la  *»énéralriee 
speelrale  scia  l)ien  l'eprésenlée  par  Icxpicssion  (.i^).  Il  s'ensuit 
ci^ideuieul  cpie  : 

Le  spectre  de  la  suite  des  M/,  à  rjlhme  hf(=  h  -\-cI\  coïncide 
avec  la  valeiw  numérique  de  r intégrale  définie 

ind(''pcndan(c  d<'  la  conslante  arbitrain;  g,  j)our\u  (pie  le  module 
<le  eellc-ei  soil  plus  pelil  (pie  /*. 

r^es  expressions  (3.3)  et  (3^)  peuNcnf,  dans  des  cas  o(;'n(''raux, 
cli'c  rcmplaec'cs  par  d'antres  (pii  leur  sont  é(ptiva!eiiles. 

\insi,  lors(jue  les  M/f  sont  lous  iccis,  en  j)osanl 

\  a  =:  -  I o cr  n a 1 1  o  =  I ,  i  j  1  >< )2 . .  . , 

(38)  '>.      "  .         ./         . 

f  b  =  ('^.c  -h  h)aj 
ce  <[ui  iournil 

el  d'apivs  la  formule  connue 

ao 

^   '^  ''  —  --:=.   I      e-^'  cos  i/{t  sj a  dt         (/  >  o,  «  >  o), 


la   j;(''n(''ralricc    spcciralc    pour  le    rulimc   lij^^=.  li-\-  ck   s  expriuic 
sous  la  forme 


•M>  i>iu;mii;hk  i>.\ii'in:. 

où  il  hiiil  ;il  I  iihiicr  ;hi\  conslanlcs  a  cl   ^j  les  njiIciiis 

i'\   où   n  ( /',  o)  (l(''.si<;iH'  ht  pîiilic  r(''('ll<'  (le  /(/•<??' ). 

H('iuai'(jiions  aussi    (juc    (lau>  le  cas  des    M/,  n'cls  |K)siIiIs  s'c\j);i- 
inaul  par  une  mh'^rale  (l(''(iinc  de  la  (orme 


(4  0  M/.  =    /       iw'^  dt  (/{  =  O,  \,  'A,  ,  .  .), 

OÙ  (i  el   e  sont   (onelions   de    /,  la    i;(''ii(''ral  née    sj)eel  l'aie    s  e.\j)iinie 
par  rinléi^rale  déliuie 

(42)  ^(X)  =    I        UÙ{vx)dl, 

OÙ  9(x)  esl  la  transeendanle  entière  connue 

/?   =  00 

(43)  6(.r)  =V  ^"'+>-"a:-", 

n  =  o 

les  constantes  A  et  q  ('tant  définies  par  (32).  , 

W'  lMivisaî;eons  le  cas  d'///«  ryilimc  quelconque  à  accélération 
croissante.  Formons  la  fonction  auxiliaire 

«^r  00 

(44  )  ;  (^)  =2  0,,^„:r«  -+-  Oo  Mo, 

où 

(45)  ^4'-,i=  io-i'«=  io-iii,+i>2-^.-+i'n\ 

jAimgénératrlce  spectrale  sera  encore  représentée  par  l'e.r- 
j)ression  (.').))  et  le  spectr<'  par  (."i;)  à  la  condition  d y  remplacer 
la  fonction  y  ( x)  par  \{x). 

Les  formules  pi'(''C(''denles  s'appliquent  intlislinctemenl  aux 
suites  M/,  limitées  ou  illimitées. 

6.  JNous  indi([uei()ns  (|uel(|ues  exem[)les  simples  de  la  lorn.a- 
tion  de  la  i;(''ii(''rat  rice  spectrale  et  du  s|)eeli'e. 

Premier  exemple.    —    Former  la   gi'iiérat  rice  s[)ectrale  de   la 
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siiilc  limitée 

I,  2,  3,   . ..,  m 

i\  l'NlIimc  tmiloinic  h/^z=  h  compalihlc  avec  la  siiilc  On  a 

-,    ,                     „       o     ,                                 mx'"^^ — (m-{-i)x»'^^-h.r 
f(x)  =  x-{-  'IX'-}-  3x^-r-.  .  .-h  mx'"  =  ; 

(i-x)-^ 

<'l  la  ii(''ii(''i'al  \'\(i'  sera 


^ï>(:r)  = 


m.  io-('"+2  /^  a^"H-2 —  (^,}i  ^  ,)  ,o    {ni-hl)h  rpm-^-l —  ,<)-/*  .r 


(l  —  10-/^57)2 

Le  s|)eelre  s Oblicnt  coiniiie  valeur  iimn(''ii(|ii('  S  de 

(\t(l)  =   ^ 

'  ^  io'"/*(io^i—  i)'-^ 

<i  Ton  a,  par  exemple,  |)()iii'  m  =  (),  h=  \ , 


lo'o —  10- -h  9 


b  = ; =  O.    123436780. 


Deuxième  exemple.  —  Former  la   *;(''néraliiee  speeli-ale  de   la 
suile  (le  eoeffu  ienls  l^iiiomes 


m  \  in\         /  m  \  /  m 


0/         \i/         \2/  \ni 


à  rjtbiiH'  iiiiirorme  //a^=  A  (^()mpati])le  a\ee  la  suile.  On  a 

f{x)  =  (i-}--:r)'", 


<'l  la  j^cneiali'iee  sera 


4>(a7)  =  (i  +  10-/'  x)'>*. 

Le  speelre  s'ohiieni  eomme  valeur  numérique  S  de 

(10'' 4-  i)'« 


*(0- 


10 


//?/i 


el  Ton  a,  par  exemple,  pour  m  =  (),  A  =  :>., 


=1,  0013  2010  oGoi. 

100'' 


Troisième  exc m jde.     -  Considérons  la  suile  illimitée 


ri  i'r.i:.Mii;ui:  i'autu;. 

(le    rocHiciciils     hmoiiics     rnoNcns,    .sCxnriniDiil      |);ii'     l;i     loiimih; 


coMinic 


on 


(T)-/'^'""""- 


Il  —  —  ,  i>  =  A  cos-  /. 


Ou  eu  concliil  (hic 


II 


cl  que,  par  smlc,  le  iNilinic  iiuitornirniciil  a('('rl(''r(''  ///,i=r/  csl 
coiiipatible  avec  la  suilc.  La  j>énéralrlce  spcclralc  à  un  Ici  iNlliir.c 
est 


Tï 


0 
OÙ 


(x)  =  >'  g>'--^'t  X",  q 


n  =  0 


v/io 


Cl  la  valeur  numérique  *\*{  i  )  coïncide  a\ec  le  spectre  S  de  la  suile, 
([ui  est 

S  =  O,IO'20o6o0>O00O7000O9.52OOOO9'24  .  .  •. 

Ouatrième   exemple.    —    (Considérons   la    suite    illimitée    de 

ter'mes  M„  indépendants  de  x  du   polynôme    (  i  -f-x-] ;  j       pour 

//.  r=  1 ,  2,  3,  ...,  s'exprimant  })ar  la  foi-mule  connue 


M.. 

0 

où 


n=    f      UV'^dt, 


U  =   -  f  ç  z=z  (l  -\-  '2  COSt)'^. 

On  en  conclu!  que  M/^<()"  et  que,  par  suite,  le  rvtlnne  unifoi'- 
ménn'ut  accéléi'é  !ij^=z  Je  est  compatible  avec  la  suite.  I.a  i;én(''ia- 
Ince  spectrale  à  un  tel   i'NlIinie  seia 
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OÙ  0(:r)  ("st  la  LransceiKlaiilc  cnliric  de   l'i-xcmplc    pi^MM-dciil .  <M  la 

\al(Mir    mini(''i"i([iio   <T>(  i  )    couicidc   a\<'('    le    spcclic    S   de    la    miiIc, 

(|ui  esl 

S  =  o,  1 0300700 1  ()ooo5 1 000 1 4  I ... . 

III.  —  Génératrices  d'un  spectre  à  rythme  étage. 

7.  11  aiiiNc  que  l'on  coimîiissc,  pour  nue  siiilc  coiisldriMT 
d'entiers  réels  positifs  M,,  Mo,  Ms,  ...,  des  liniilcs  supérieiiies 
des  nonihies  de  leurs  eliKÏVes,  de  soiMe  ([ue 

f  de  A  -- i      à  /i  =  mi — i    l'entier  M/-  ail  au  plus  />i  chiiïres, 
,  ,,. ,      1   (le  A  —  nii  à  /  =  m^ —  i   l'entier  M/,   ait  au  idus  /?•>  cliiiïres, 
de  /i  —  moà  /.    -  /^u — i    l'entier  M/,   ait  au  plus  />,{  chiffres, 

Fous  les  lernies  du  premier  inle!'\alle  achuelleul  eominc  r\lliine 
eouipalible  eomniuu  le  rvllinu'  uuilornie 

(47)  Al  =   //2=  ...-/<///,-!=  />!. 

Les  tenues   du    si'cond    inlei'xalle   adiuelleul  le  rNlIiuie  inidoruie 

(48)  /</„,  =  A///,-t-l  =  . . .  =  //,„,_i  =  p-2,  

(^onsidéj'ons  le  speelre  S/  de  i  preuiiers  leruies 
(^9)  M„     1^1, M, 

de  la  suite  M/i,'el  (lésit;ii(>us  pai"  q  le  ran<;  de  l'iulerNalle  (  H')  )  dans 
lecpud  se  IrouNe  eompiis  le  noinhre  /,  de  sorle  (pie 

(5o)  niç-i-^  i  l/Urf—  \, 

e'est-à-dii'e  (pie  l'entier  e\l n'orne  M/  ail  au  plus  p,^  (liillVes.  T. a 
suite  (49)  admettra  comme  r\llime  spectral  ///,  celui  t'ourui  par  les 
éi;alil(''s  (  4- ),  ("îH),  .,.,  ics  />/ ,  -i  premi("M"e>  Iranclies  spccl  raies 
avant  alors  un   m(''me    i'>llime   A/.=::zy>,,  les   ///^        /y/,   Iraiu  lie>  >ui- 

\anles  avant  un  même  rvtlime  h,\^/)-2 In    Ici   speelre  S/ esl 

un  spectie  à  rythme  ('tag('\ 

L'entier 

V/.  —  hx  -   ^2 -f- . . .  -^  A/,, 

représentant  pour  loule  \aleur  de   l'indice  /r  le  nombre   lolal  de 


;>.4  im'.i;mii';hk  pautii:. 

•i'Iiillrcs  (le  l;i  iiiii;;(''<' 

i'ii)  G,  G...  .G/,. 

on  (iycsl  le  <4i'()U|)('  miin(''ii(ni(' ( '>- )  rchililà  rcnlici'  M^cl  A  rxllimc 
A/,  r^iil  au  iHUiihi'c  p  corrcspoiHhml ,  est  (l(''l('rniiii(''  de  la  iiiamcrc 
siii\anl('  : 

i"  Le  prcinici'  mici'xallo  ( /\(')  )  ('lanl  caracli-risc'  pai'  h's  r^a- 
lilf's  (  ^-  ),  r('iili<'i' 

O,    =     G]    Go.    .    .G/;,,_l 

aura  le  iionihrc  lotal  de  clnllVes  (''<;al  à  (  //?  |        i  )  pi  : 

3'^  Le  second  jnlersalle  i^i))  élaut  ('aracli'ri.sé  par  les  éga- 
lités (^8  ),  J'enlier 

Q2  =  G///|  G/„j^_i .  .  .  G„i.—i 

aura  le  nondjre  (olal  de  elnflVes  é<;al  à  (m.,       f^^\) P^\ 
y  Limier 

Q3  ^=  G,,,.,  G„Ui+\  ■  • .  G/,,.3_i 

tiiira  en  loul  (in-^       />':>)/?:]  eliiflVes,  etc. 
Enfin,  l'entiei' 

Q2  =    G//,,^_j  G/;,„_,4-l.    .    .  G/  -» 

aui'a  en  tout  (/       /?/y_,-^i)  cliilTres. 

Et  comme  Tenlier  (5i)  s'écrit  en  écrivant  bout  à  bout  les 
q  entiers  (),,  (^o?  •••?  Qy^  ^^  nombre  total  de  ses  chilïres  sera 
égal  à 

{nii  —  i)pi  H-  {m.i  —  m^)p.i-^...^-  (  m^^i—  ni,j  ^^)  pcj-^-^  (i—  m,j-i^  ^)P<n 

c'est-à-dire  à 

-<5'2)  ip,j—  L,/, 

où 

\a\  foi'mule  de  ri'currence 

(54)  Ly_,_,=  L^+(/?<7+i  — /?^  )(/;?,;— r) 

srend  facile  le  calcul  numéi-ique  des  L/  de  pi'oclie  en  pro(die. 
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On  ;irii\('  ainsi  à  la  i'(>i2lf'  srii\a*nU*  : 


-h' 


L'exposant    1^/,  (  A- =  i ,    :>.,  . .  .,  i)^  Jimii-ant  dans  r<'X[>]'ession 
de  la  génrratrice  spectrale 

(55)  'I>(a7)  =  lo-i'i  M,.r  -h  lo-'•^M2a72  +  ...^-  io-'''M/:c' 

de  la  suite  ^Ih^  à   ryllime  étage  h/,=  pi.  j)^^  />:i,  ....  est  fourni 
par  la  formule 

('>0)  \>,,.=  kp,-h,, 

oà  pq  et  T. y  restent  immuables  pour  tous  les   termes  M/,  don/ 
rindice  k  est  compris  dans  le  rj"'""'  inteiK^alle  (  \()). 

Goninic,  (ra])r('s  (m*  (|iii  prrcèdc, 

de  k  =  I       à  k  ~  nii  —  i  on  a         P/.  =  kpi —  Li, 

de  k  =  nii   à  k  -  f?ii —  i  on  a  l*/.  =  kpo —  I.o, 

de  k  =  nio   à  k  —  /?i.{ —  i  on  a  I*a  —  kp^ —  L3, 


si  Ton  pose 


la  g<'n<''i'atrice  (55)  aura  pour  expression 

(  j8)  f^(a7)  =  iQ-'-i  Oi(r<)-/'i.r)  -1-  io~^'2  Oo(io~/'3.r)  H-.  .  . . 

I.c  premier  terme  du  second  membre  fournil,  pour  .r  =  1 ,  le 
spectre  de  la  suite  (M,,  ...,M„,  _,  )  à  rythme  uniforme  ///,=:  y;,; 
la  somme  de  deux  premiers  termes  fournil  le  spectre  d<*  la 
suile  (Ml,  Mo,  . .  .,  M„,_^_,)  à  rjtlime  étage  ///,==  y;,  el  hh-J>i^  •  •  ■• 

8.    Ln   spectre  est  à  dispersion   nulle  s'il   ne  présente  pas  de; 

parties  sombres,  de  sorte  que  les  cannelures  spectrales  se  louclient 

sans  empiéter  les  unes  sur  les  autres.  Tel  serait,  j)ar  exemple,  le 

spectre 

123456789  10  1 1  \i  i3. . . 


î*6  PRKMIlhlK    PARTI K. 

(le  !n  siiilc  iiahircllc  «le  iionilucs  cnliiTs;  ou  hicii  Ir  s|)C(ii(' 

(l(!  neuf' promièrrs  f'aclor  icilcs,  de. 

Aa  génératrice  cVun  sjHulrc  à  (lisj)€rsion  nulle  s'ohiicnl  par 
la.  règle  du  paragraphe  précédeut ^  à  la  rondilioii  de  consi- 
dérer comme  nombres  />, ,  y^,,  />;,,  ...  ceux  représenfant  les 
nombres  exacts  de  chiffres  des  entiers  M^. 

Ainsi,  j)0!ir  le  sjHM'lre  à  (lisj)er.si()n  nulle  (Je  Ja  sulU'  i,  m,  >,  \.  ..., 
on  a  JMa=  /  er 

m,  =  lo,  m-i  =  lo-,  /;<•{  =10',   .  .  . , 

ce  qui  fournit 

P/,=  ÂYy-L,„ 
OÙ 

L,y=  lov-i-i-  iov-2_f-.  .  .-1-  10  -h  I  —  g  =  m  ...  I  —  ^, 

où  q  désigne  le  nombre  de  chiffres  de  l'entier  M/f  auquel  la  suite 
s'arrête,  et  où  le  nombre  des  unités  dans  le  chiffre  i  1  1  .  .  .  i  est 
égal  à  q.  On  trouve  ainsi  : 

1^,  =  O,  L2  =  9,  L3  =  108,  L4  =  1  107,  L;i  =  I  I  loG,    .... 

On  a,  d'ailleurs,  la  relation  de  récurrence 

L,/^l  =  Ly-4-  I()'7—  I 

et  une  valeur  L^  reste  immual)le  pour  toute  la  suite  des  M^  à 
cj  chiffres. 

Les  polynômes  (i)7  )  sont  fournis  par  la  formule  générale 

On(x)  =  — -} 

i^  —  n' 

iM'sidlant  de  ce  qui  j)r<'céde  et  de  la  formule  connue  exprimant  les 
polynômes  dont  les  coefficients  sont  les  termes  d'une  progression 
arithmétique. 


CHAPITRE  m. 

LV  CARACTÉKISTIQll':  SPKCTHALK  l'RINCIPALE. 


/(^)  = 

Mo+Mi^ 

-r-  M,^- 

^(^)- 

:  Oo  -+-0,^^'-,;r 

-f-  02,^2^' 

I.  —  Définition. 

1).  Ce  (jul  précède  met  en  évidence  les  r(Mes  (|m('  joiicnl  \vs  deux 
(onctions 

(59) 
(Go) 

dans  la  foiMnation  de  la  i;énéralrice  du  speclre  d'une  suilc  donnée 
(Tentiers  M/,. 

La  fonction  (  5())  dépend  des  \aleurs  seules  des  teiines  de  la 
suilc  et  nullement  du  rytlime  du  spectre  considère''.  Vutrement 
dit  :  elle  dé[)end  de  la  composition  des  cannelures  spectrales  cl 
est  indépendante  du  mode  de  répartition  des  cannelures  dans  le 
spectre.  Cette  fonction,  poui-  une  suite  M/,  considérée,  ne  varie 
donc  pas  d'un  spectre  à  un  autre;  elle  sera  désignée  comme 
ca/dctérisfique  spectrale j)iln(ii)ale  de  cette  suite. 

Par  contre,  la  fonction  (  (io)  dépend  de  la  répartition  des  canne- 
lures du  spectre  des  M/f,  ainsi  (|ue  des  signes  des  parties  réelles  cl 
imaginaires  des  M/,,  mais  ne  dépend  pas  des  valeurs  numéricpics 
mêmes  de  celles-ci.  C'est  pour  cette  raison  ([u'elle  scia  désign(''e 
comme  caractéristique  qualitative  du  spectre. 

JNous  nous  occuperons,  dans  ce  Chapitre,  de  la  earacléristicpic 
spectrale  principale.  Cette  fonction  se  réduit  à  un  polynôme  à 
coeflicients  nombres  entiers  |)our  les  sj)ectres  limites;  elle  repn''- 
sente  une  série  de  puissances  à  coefficients  nombres  entiers  poul- 
ies spectres  illimités. 

Dans    un    grand    nombre   de  cas,   cette    fonction    s'exprime    eu 

termes  finis  à  l'aide  de  fonctions  connues.  Ainsi  : 

r 
i"  l^our    une    suite   d'entiers  M   égaux    entre   eux,    elle  a    pour 


2^  PHK.MIKIU-:    l'AHriK. 

<'\|)r('sM()ii 

y(a:')=.IM  ou  bien  f{oc\~..-z   , 

siii\;inl  (jiic  la  siiilc  csl  liniih'-c  ou  illimilrf;  ; 

.'->"  Pour  uuc  Miilc  (rciilicrs  ([til  s(;  r('|)j-odulsc,':it  jx'iiod  i(|U(ii)cnl 
<\  |)ailli-  (ruii  cciliiiu  laui;,  la  caiaclrrisliciue  est  uu(^  loucliou 
rdUorniellc  de  x  à  cocKiciculs  entiers  :  en  (l(''si<;uaMl  par  //  le 
iiomhrc  (le  Iciiucs  \J/.  de  la  j)arli(.'  non  |)(''riodi(|U(',  cl  |)ai  /// 
le  nonibi-c  do  Icinics  de  Ja  pôiiodc  d(>  Ja  suite  eonsldriw'e,  la  carac- 
l(''i'isli(|uc  sera 

^        \  —  x"^ 
où  P  cl  i)  sont  les  deu\  polynômes 

V'  Pour  une  suite  d'entiers  formant  une  prooression  arilljmé- 
tique 

A-^B,     A  +  '2B,     A-I-3B,      ..., 
on  a 

kx  B.r 


J\or)  = 


i  —  x        [i  —  x)-^" 


i'*    Pour  une  suite   d'entiers  formant  une    progression    livomé- 
t  ri  que 

AB,     AB',     AB»,     ..., 
on  a 

V'  Vouv  une  suite  INI/,,  où 

]iis  j),  ('tant  des  entiers  donnés,  on  a 

/(x)  =  K(a7)  —  m, 

11  (j)    dési<j;nant    le    résultat    que    l'on    ojjtienl  en    remplaçant   x 

I  ^  xP'  (  x) 

|)ar   -   dans    Texpression  ■,   où    V(x)  est  le    polynôme   de 

degré  in^  ^ 
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()"   Pour  h\  suite 


C).  (:)'  (:)•  ■•■■  0 


on  .1 

-"   l\)ur  la  suilc 

on  a 

A-r)  =  ' 


Dans   (Taulres   cas,    la   caraclrristiciuc  y  (  ;r  j   s'cvpiunc  par  unr 
lnl('i;ial('  drfinle  portant  sur  des  fonctions  connues. 
Ainsi,  |)oui-  la  suite  de  lactorielles 

on  a 


j)ou!'  la  snile  illimih'e 


on  a 


/(^)=  — I  -h-- 


Les  règles  exposées  dans  le  paragraphe  suivant  élargissenl  cons:- 
dérahlenient  le  domaine  de  c^as  où  l'on  connaîti'a  la  cai-act»'- 
risîi([uey  (  j?  )  sous  une  forme  explicite. 

II   —  Règles  pour  la  formation  de  la  caractéristique  spectrale 

principale. 

10.    Soient 

fi(x)=  IM;,h-  M\x-^  M'.,x'--^... 

les  caracléristi([ues  spectrales  respectives  des  deux  suilcs  Ma 
cl  M/,  à  termes  réels  ou  imaginaires,  positifs  ou  négatifs,  cl  A  un 
entier  fixe  quelconque. 


3o  pri<:miiî:rr  parti  t. 

Ri:«;Li;  I .  L;i  smic 

Mo:':  A,     M,±/.,     M,àzA,     ... 

aura  pont-  caiach  rlsliqire  lu  t'ouclion 

f(x)JzX ou  ])ien      f{:r)àz » 

suivaiil  (jiK'  la  suilc  est  limitée  à  ///  terni(;s  ou  illimitée. 

Ainsi,  dans  le  cas  où  les  M^,  Uxus  réels  el  positifs,  sont  compris 
<'nlre  dov\x  entiers  positifs  fixes  A  et  B,  la  série  limitée  ou 
illimitée 

IJ.Q  -h  [JLj  ;r  -H  1x2  X-  +  ,  .  . , 

où  «j./^  :=  M;^. —  A,  et,  par  suite, 

o  ^  [Jt/.^  B  —  A 

s'exprime  à  l'aide  de  f{x)  de  la  manière  indiquée  par  eette  rè^le. 
En  eft'et,  comme  la  suite  ^-k  admet  le  rythme  spectral  uni- 
forme /i/f=/t,  où  II  est  nn  entier  qnelconqne  supérieur  ou  é<^al 
à  lo^(B  —  A),  la  caractéristique  principale  de  la  suite  'jl/;  s'écrit 
sous  la  forme 

x"^  —  I  A 

f(x)  —  A ou  bien    fix)  — 


X  —  I  ^         '  j  —  j. 


et  fournira,  en  j  remplaçant  x  par  lo  ^x^  la  génératrice  spectrale 
de  celte  suite  pour  le  rythme  Aa=  h. 

Rkc;!.!-:  II.  —  A  la  suite  XMo,  ^M,,  XMo,  ...  correspond  la 
caraclc'ristique  \f\x). 

Rh:(;LE  111.  —  A  la  suite  M»,  M,l,  Mo).-,  MaA^  ...  correspond 
la  caractéristique  y  (Xx). 

Ri:(;LE  IV.  ~  A  la  suite  Mq,  M,,  -^Mo,  :')M3,  4M4,  ...  cor- 
lespond  la  caractéristique  xf\x)\  à  la  suite  Mq,  M,,  2-M2,  •>-M;}, 
4'- M/,,  ...  correspond 

x->-f"-^-x^f[x)y 

à  la  suite  Mq,  Al,,  2-^ Mo,  '^)^M3,  4'' M-,,  ...  correspond 

x-^f"\x)  -\-{ix-^  x^)f"{x)  4-  'ix^-f'ix),   .... 
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Ri;(;Li':  V.  —    V  la  su  île 

Mo,     Mo+M,,     Mo+Mi+Mo,     ... 

correspond • 

*  I X 

Ri;(;LK  \  1.     -    V  la  suite  ïVo,  N,,  N:»,  .  .  .,  où 

N,i=  (/i  -m)Mo4-  /iiMi  -h  ( /t  —  I  )Mï+. , .+  2M,i_i-4-  M,,, 


correspond 


(1  —  37)2 


Rkgli:  vil     -    A   la   suite   M,    -  Mo,   M2  -     M),    M3  — Mo,  ... 

coi'iT'Sj^ond 

yï.r)-/(o) 


X 


-/(^l 


Ui:(;i.K  \  Mi.         A.  la  suite  L,),  T^,,  L.>,  .  .  .,  où 

L„  =  ao  ^I«  ^-  a,  U,i-\  -f- . . .  +  a^, iM/,_/, 

(«y,  a,,  ...,  y.,,  étant  des  nombres  fixes  fjueleon(|ues  ),  eoi'respond 

X  X'  xi>  / 

Ri:(;Li:  IX.  —  A  la  suite  M(,zL  M^,  M|  zb  M'^,  . . .  (:orres|H)n(l 

f{x)±Mx). 

Règli-:   \.  A  la  suite  MoM;,  M, M',,  MoM^,  ...  eorrespund, 

comme  caraetéristicjue,  l'une  ou  l'autre  des  intégrales  définies 


où  p  est  une  constante  arbitraire  de  module  plus  pclil  (juc  lo 
rayons  d'holomorphie  des  fonctions  f  cl  /,  aiiloiir  de  .r  ^=:  o 
{voir  §0). 

Règle  \l.   —  A  la  suite  M^,  ^Ij,  MJ,  ...    correspond,   counuc 


')>,  i»rkmii:rk  pAiniK. 

<;iliMl(''llS||(|M(', 


•^  -  ^0  .  \      .-       / 


lîHiiu'Ilc   se   laisse   r(  rire   sous   la   lormc   rcdlc 


2  Tî 


où  ^F(/",  o)  dési<^n('  le  module  de  /  (/y?-?'). 

Règle  XII.  —  A  la  suite  llmllée  M'J,  lAF/,  ...,  Mj;,  ( />  élanl  iirt 
entier  positif  donné)  eorrespond,  eomme  caractéristique,  !<- 
polynôme  r^p(x)  de  de^ré  />i,  déiinl  par  la  fornvule  de  récurrence 

(Cl)  --^-Jo  ^     ^'--^    / 

(  (A- = -2,  3,  .  .  ., /?;  c,=  consl.) 

avec 

X  —  i 

En  eft'et,  on  Ironve  de  proche  en  proche,  en  vertu  du  théorème 
elle  au  paragraphe  5, 

.3,  (^)  =  I\q -+- M  î  :r  + .  .  .  +  ÎM/;,^'", 

:S^{x)  =  Miî  +  MÎ57  -f-. . .+  ^n,a^'\ 


Le    polynôme  '-3y;(:r)  s'exprime,   d'ailleurs,   explicitement    sous 
la  forme  d'une  intégrale  multiple  d'ordre  p  —  i, 


(Cri) 


OU 


^,{x)  =  î f         ■•   f      F/,_i  ^//i  nf/,  .  .  .  dt,,-u 


CHAPITKË  ÏV. 

LV  (AMACrKIUSTKH  K  SPKCTUVLE  QUALITATIVE 


1 1.    l.a  rouclloH 

(73)  ^(•r)  =  0o+0, ^'1^  +  0,^0.^.^2  +  ..., 

où  8a  est  1  un  des  quatre  nombres  i,  -  i,  «,  — i,  désignée  comme 
caracté  ris  tique  qualitative  du  s[)cctre  considéré,  ne  dépend  (jue 
des  signes  des  parties  réelles  et  imaginaires  des  éléments  du 
spectre,  et  du  rythme  suivant  lequel  le  spectre  est  formé.  C'est 
une  série  de  puissances  à  coeilicients  nombres  cominensurables 
(le  module  égal  à  une  puissance  entière  négative  de  lo. 

Cette  fonction  se  réduit,  pour  une  suite  Ma  limitée,  à  un  poly- 
nôme à  coefficients  de  module  égal  à  une  puissance  entière  néga- 
tive de  ïo.  Dans  le  cas  de  suites  illimitées  on  peut  démontrer  le 
théorème  suivant  : 

La  caractéristique  spectrale  qualitative  correspondant  à 
un  ryt/inie  continuellentent  accéléré  suivant  une  loi  quel- 
concfue  est  une  Jonction  entière  hyper  transcendante  de  x^ 
c^est-à-dire  ne  satisfaisant  à  aucune  équation  différentielle 
d^ ordre  fini 

(-4)  ^Ur^%'"' 


dx     dx- 
al (^èhriqur  en  x.  y  et  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  x. 

En  effet,  ou  a  dans  le  cas  d'un  tel  rvthme 

/h<h,<h,<... 
et,  par  suite, 

OÙ  Ik  est  un  entier  posild,  \ariaul  oii  nonasec  /» ,  mais  esseulielle- 
mcnt  différent  de  zéro.  On  a  doue 

hk=  hi  —  {l\-\-  l-i^  .  .  .  -  //.  - ,  ) 
P.  3 
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el,  |);n'  suite, 

'*/.  =  /'l  -(-  /'2-i^-  .  --^hk 

=  /chi~\-[(/{—l)/,i-r-  (A  —'l)l.2-\-.  . .-+   ■^7/,_2+//,     i]. 

lia  lonclion  ^(x)  est  doue;  (h'fiiiic  par  iiiic  s(''ii(; 

^  (  :r  )  =  a,,  -1-  a ,  .r  -h  7.2  ^'-^   ;  • .  .  . 

dont  le  eoeflicieiiL  i^énéral  a,,  esl   un   noinhre  eoninieiismahle   (l(^ 
la  forme 

T^es  //i  élanl  tous  (lilïerenls  (lezc'io,  en  (l(''sioii;inl  pai-  /  un  <'nlier 
lixe  eonipris  enlre  zéro  et  le  plus  ])elil  des  //,  (ou  é«;al  à  eelui-ei  ) 
on  aura 

(76  )        /«//,    -L-  (/i  _  i)/j    :-  (//   —  2)^0  4-.  .  .4-  /,^_,   >  /l/i^-i- /, 

ee  qui  montre  que  la  fonetion  ^{x)  esl   bien  une  lonetion  e/i/ière 
de  X. 

Or,  M.  Pôlja  (^)  il  démontré  qu'une  lonetion  entière  définie 
par  une  série 

à    eoeffîeients    nombres    coininensurahies^    |)()ui;    laquelle    I'cîx- 
pression 

lo<i   I  On  1 


(77) 


//  (  log;i  )- 


ne   reste   pas   finie   lorsque   //    au<;mente   indéfiniment,   ne   saurait 
jamais  être  une  inté^ral(;  d'une  équation  (^/j). 


En  ver  lu  de  l'inégalité 


(78)  |a«|<io 


//«-Il 

—  un, / 

'  2 


î 


on  a 


[,         //(  /i  —  I  )  ,  1 


(')  G.  r<')LY.v,  £//^:v  das  A/nvac/ise/i  ron  ^anze/i  Fini/.lio/icn  die  einer  l>ijfc- 
renlialgleicliuni:;  geniigen  (  Vicrleljdhrschrifl  dcr  ISaLurforsch.  Gcsellschaft 
in  Ziiric/i,  Jalii-g.  61,  iyi6,  p.  53i-5^|5). 
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de   soric   ([uc   l'c^prc'ssion    {~~  )   de   M.    l^ôlya,   relaU\(!  a  la  loiic- 
Uoii  ?(^\),  <'sl  plus  <j;raiide  en  valeur  absolue  que 

h  1 H / 


(log/l)2 

et,  par  suite,  tend  vers  — c^  lorscpic  /i  augmente  indéfinlnienl,  ee 
qui  démontre  le  lliéorème. 

Jl  est  manifeste  que  le  lliéorèuH.'  subsiste  eneore  si  1  accélération 
du  rjthme  A/v,  au  li(Hi  d'être  continuelle  dès  le  premier  terme  Aj, 
ne  le  serait  qu'à  partir  d  un  certain  ranj^  A  >>  i . 

Grâce  à  l'inégalité  (  "8  ),  les  procécb's  usuels  de  la  tliéorie  géné- 
rale des  fonctions  entières,  el  plus  parliculièrement  les  méthodes 
de  M.  Hadamard,  se  prètenl  aisément  à  l'étude  de  diverses  parli- 
cularités  de  la  fonction  ^{x)  (mode  de  croissance,  densité  de 
zéros,  limites  de  \arialioii  poui-  les  intervalles  donnés  de  ce,  etc.). 

Dans  le  cas  d'un  rulmic  un Ifonnéinent  accéléré  hh=^  Il -\- ck 
la  caractéristique  spectrale  (pialilalixc  est  la  fonction  entière 

où  '/{•i)  est  la  transcendante 


-/,-- 


c 


et  [^  la  constante  lo  -.  Cette  dernière  fonction,  dans  le  cas  où 
les  signes  <b's  j^arties  réelles  et  imaginaires  sont  les  mêmes  pour 
tous  h\s  icin.cs  de  la  suite  xVJ/;,  se  réduit  ù  la  transcendante  bien 
connia;  de  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques 

/(  =  (» 

Gomme  on  sait   (M,    c'<'sl   une  tonclioii  vwùcvv  du  ^cnrr  zéi'O^ 
ainsi   que   ses   combinaisons    bncaircs    avec    (U's    pol\  iioiiics.    Les 

en 

zéros  de  8  {^x  )  croissent  a\  ce  \vy\  v  rang  au  moins  aussi  \  île  que  i  o  '  , 

(')  J,  Hadamaiu).  Ktudes  sur  les  in'opriéLéa  des  fonctions  entières  el  en  par- 
ticulier d'une  fonction  considérée  par  liicniaiin,  p    an». 
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i'Hi;.\iii;iu:   l'Airi  ii;. 


cl  il  (iii  est  (le  iiHMiu;  |)<)iir  les  /a'vus  de  l"(''(|ii;il  ion  0  (  ./  )  =  Il  ( ./), 
où  ]\  csl  une  foiicllon  rahoniicllc  (jiicIcoikjiic  Le  module  (If  0(.r) 
au^inciilc,  j)()ur  ./-■  jJOsiLif  iiK^'liniincnl  croisNiuil,  iiidcliiiimciiL 
moins  vite  que  Ja  foiKîtioji 


iloK.'i- 


la    lliéoiie   des    (oneUoiis   eilij)li([U('s    coiidiiil    mk-iiic    a    riM(';;alil(' 
plus  précise 

|0(^-)J<A^     ■"■     , 

où  A  est  une  constante  positive  (  '  )• 

Or,  le  rjthme  uniformément  accéléré  élanl  (•()mj)alil)l<'  asec  Ja 
suite  de  coefficients  de  tonte  série  de  |uiissanees  à  coenieienls 
entiers  et  à  ra^  on  dv  converj^ence  non  nul,  on  \oil  (pie  la  trans- 
cendante 9(.r)  iiiter\ient  eoinine  caractéristique  spectrale  quali- 
tative dans  hi  tonnalion  des  s[)ectres  des  coetficients  de  toute  série 
de  Taylor  c()nver<jente,  à  coefficients  nombres  entiers  réels  posi- 
tifs, ou  entiers  négatifs,  ou  entiej-s  alternativement  |)ositifs  ou 
néi^atifs,  ainsi  qu'en  d'autres  cas  où  il  y  aurait  une  régularité  de 
signes  des  coefficients.  La  transcendante  7(^)  intervient, 
d'ailleurs,  quels  que  soient  ces  coefficients  entiers,  réels  ou  ima- 
ginaires, et  quels  que  soient  les  signes  de  leurs  parties  réelles  et 
imaginaires. 

Les  coefficients  des  puissances  de  .x  dans  y{(jx)  et  ^{qx)  étant 
des  nombres  commensurables,  ces  deux  fonctions  satisfont  bien 
aux  conditions  du  théorème  de  M.  Polja  et  sonl,  par  conséquent, 
des  fonctions  hjpertranscendantes. 

Dans  le  cas  de  rvtlime  à  accéhhdl ioi^  croissante^  la  caracté- 
ristique spectrale  qualitative  k{oc},  toujours  fonction  entière 
hypertranscendante,  est  une  série  de  puissances  à  coefficients 
décroissant  au  moins  aussi  vite  que  ceux  de  la  fonction  ^{x). 
Pour  un  rythme  à  accélération  d  ordre  p  constante,  la  série  \{x) 
a  pour  coefficient  général 


(')  J.  IIadamaud,  loc.  cit.,  p.   179  cl  202 


SPECTRES   NUMÉRIQUES.  87 

OÙ  P(/?)  esl  un  polviiomc  de;  dc'^rô  p  -\-  \  <'ii  //  piciiaiil  mi<'  vjilciir 
positive  coninieiisiirablc  poui-  lonlo  salcui'  outirre  [)osiliv<'  de  //. 

On  sait  ((lie  la  Iranscendanlc  0(.r),  (Mn'i'cspondant  au  cas 
de /;  r=  I ,  esl  élroilemeul  liée  au\  foiKîtlous  0  de  la  llu'oile  de,-* 
fonctions  ellij)llc[ues  :  les  fonelions  H  proprenieni  dites  sont  des 
séries  exponenlielles  doul  r(.'\j)()sanl  esl  un  polynôme  du  second 
degré  \)\\v  v\\\)\)<)v\  au  rani;  du  lenne,  la  eirconslanee  (pu  ('lahlil, 
par  exemple,  le  lappoil  connu  enire  la  llu-orie  de  ces  (onelions  el 
la  tluMuie  arithmé'titpie  des  formes  quadratiques. 

D'une  mani(>re  analo<;ue,  les  transeendanles  \(x)  (^orrespondanl 
à  />  =  '^,  .^,  4?  •  •  •  ^^o'i'  li(';es  aux.  fonctions  ©  de  de^n'3  sujX'rieur, 
déllnies  par  des  s(';ries  exponentielles  dont  l'exposant  est  dan 
degré  supérieur  à  2  par  rapport  au  rang  du  terme.  Ces  fonctions 
ont  été  l'objet  des  recdierehes  importantes  de  M.  Appell  ('). 


(')   P.  Appki.i.,  Sur  les  fonctions  (■)  de   degrés  supérieurs  (Comptes  rendus 
Acad.  Se,  t.   l.')3.  191 1,  p.  'jH^-'c^H-;  ol  ^17-618). 


CHAPITRE  V. 


LA   CUHUKSPUNUANCK  KNIIUO   V\K  SI  l'IK   D'KNTIKHS 
ET  LES  ÉLÉMEN  IS   DE  SES  SPECPHES. 


12.  11  sera  onteiiflu  flans  ce  qui  siiil  que,  connue  (riiabilude, 
on  comptera  les  ran<^s  de  chiffres  composant  la  partie  entière  d'un 
nombre,  de  la  droite  vcjs  la  gauche,  et  les  rangs  des  décimales, 
ainsi  que  les  rangs  des  termes  d'une  suite,  de  la  gauche  vers  la 
droite. 

Le  rythme  spectral  A/,  étant  donné,  hi  correspondance  entre  une 
suite  d'entiers  et  les  éléments  du  spectre,  ainsi  que  la  correspon- 
dance entre  la  caractéristique  specirale  piincipale  et  le  spectre 
lui-même,  peuvent  se  résumer  en  les  règles  suivantes  : 

Règle  T.  — Lorsque  l'on  connaît  la  caractéristique  principale 
sous  la  forme 

f(x)  =  Mo+  M,.r -h  MiT'--]-..  . 

à  coefficients  M/i  numériquement  connus,  on  formera  pour  chaque 
entier  M^  son  groupe  numérique  (ja,  et  à  l'aide  de  ces  groupes  on 
écrira  le  nombre 

ce  nombie   re])iésentera   le   spectre  des  M^  à  r>thme  A/f  suivant 
lequel  les  grouyjes  (i/i  ont  été  foimés. 
Ainsi,  pour  la  car'actérislique 

I  9.  \  /  1 2  \  /  I  '2  \  /    1 2 


et  le  rythme  unifoiMuément  croissant  h/i=  i  +  A",  on  aura 

Go=I,  G]  =  I'2,  G2  =  ofiC),  G3=0220, 

G4=  00495,    G5  =  000792,    Gg  =  0000924, 
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et  le  spectre  sera 

S  =  1 ,  120660220004950007920000924. 

Règle  II.  —  Lorsque  Ton  eoniiait  la  caraelr'i'isli(|iic  principale  du 
spectre  sous  une  forme  (|uele()nque  ne  supposanl  pas  (Muiuaissanee 
des  valeurs  numériques  des  (M)eF(i('ients  M/^,  on  foi  inera  le  speelie 
des  Mf(  à  l'aide  de  la  «génératrice  spectrale  <l^(x)  :  le  spectre  (-oïn- 
cidera  avec  la  valeur  S=(I)(i)  et  une  suite  limitée  de  ses  d(''ei- 
males  fourniia  un  se^nu^nt  déterminé  du  sj)eelre. 

Ainsi,  pour  la  caractéristique 

de  10  eoellieients  binômes  [  "    )  et  pour  le  r\llime  iinilofme  /i  =z  S 

on  aura 

(1000 -f-a-)» 

et  le  spectre  de  ces  coeflicients  sera 

1 00 1  '-^ 
S  =  — —  =  1 ,009086084  [26  i>.6 08  (036009001. 

Rk(;i,R  III.  —  La  eaiiiielure  spectrale  correspondant  au  lernu^  Mo 
coïncide  a\('c  la  j)ai'lie  enliére  de  la  \aleur  numérique  de  ^>(  i  );  la 
cannelure  correspondant  au  terme  M/;  coïncide  avec  le  groupe  de 
cliillVes  sit^^niiicatifs  de  <l>(i)  commençant  par  la 


(  // 1  -h  //  2  4-  ...  -h  ///,._,  H-  I  )' 


èiue 


et  se  terminant  par  la  (  A, -|- //o-h.  •  .H-ZzaV'™®  décimale  de4>(i); 
la  //"'""^  raie  (  conq)tée  de  la  droite  vers  la  <;auclie)  de  la  cann<'lure 
correspondant  au  terme  M/,  coïncide  avec  la 

( /il  -1-  //o -f- . . . -h  /</, —  n  H-  i)'<''"p  décimale   . 
de  ^(i). 

Dans  le  (!as  de  rvllime  uniforme  /i/ç^  //,  la  cannelure  corresj)on- 
dant  à  M/;  coïncide  a\ec  le  groupe  de  cliifTres  significatifs  de  *^(i) 
commençant  par  la  \(  A'  —  i  )  A  -|-  i  J''""'  et  terminée  par  la  A-A''™®  dé- 
cimale de  *^(i);  la  //'•''"«  raie  de  cette  cannelure  est  fournie  par 
la  {kh  —  n  -f-  i  )*•'"«  décimale. 

Dans  le    cas    de    rvtlime   uniformément  accéléré  A/;=:  A -|- c/r, 


ÎO  1>UEMIÎ:UK    l'Ainil-. 

,                                          ,     r  A  (  /f       I  )       ,       ,  ,     , 

celle  canuelur(î  commciuc  pjtr  Li     r -f- < /•  — i)//-hi 

(;l    se   lei'inine    par   la      — • r-|-/>7/  drciinalc   de   <l>(i);    sa 


Xf/  +1) 


(' -\- k/l        // -f- I  (h'cimalc. 


1  irrite 


Ainsi,  dans  Texeniple  de  la  lè^h;  II,  la  (|ualiièine  eaiiiicliire  <'sl 
fouinie  par  le  troupe  de  ehiflVes  si<;ni(icatifs  de  S  eoniineneaiil 
par  la  dixième  el  terminée  par  la  douzième  décimale  :  c'est 
donc  126.  La  deuxième  raie  de  la  sixième  canneluie  es!  fouinic 
par  la  dix-septième  décimale  de  S  :  c'est  donc  8. 

Rkcle   IV.    ^^    Considérons    dans   la    suite    naturelle    d'entieis 

positifs  les  intervalles  numériques  ^  ,,  \\,,  "S  -j l'inteivalle  ^  /, 

étant  celui  qui  commence  |)ar  j 'entier  Ai-j-Ao-j-.  .  .-\-lih  i  +  i  ci 
se  termine  par  l'entier  li^-\-  /i.,-\-.  .  .-\^  li/^\  la  //""'""  décimale  du 
nombre  S  =  ^  (  i )  est  é^ale  au  (  // ,  +  Ao -f- .  .  .  +  ///,  —  Ji-{-i  )''""' 
chiffre  du  groupe  numérique  G^  ayant  pour  l'indice  k  l'indice  de 
l'intervalle  Y  contenant  l'entier  n. 

Dans  le  cas  de  rythme  uniforme  ///,=  /^  l'interxalle  \h  est  celui 
commençant  par  l'entier  {k  —  1  )  A -f- i    et   se  leruiinant  par  l'en- 
tier A /i  ;  la  7?'''"^  décimale  de   S  coïncide  avec  le  {kli  —  /?  +  !)'''""' 
chiffre   du   groupe   G  ayant  pour  l'indice   celui   de  l'intervalle  ^ 
contenant  n. 

Dans  le  cas  de  rythme  uniformément  accéléré,  l'intervalle  \h 

est  celui  commençant  par  l'entier     — ^ (--{-{k  —  \)h-\-\     et 

se  terminant  par  l'entier     ^^ — c-\-kh    ;  Ja  z^'""*'  décimale  de  S 

—  c  -{-  k  --  -  //-+-!  clnfïVe  du  groupe  G/, 

correspondant.  Pour  le  r>thuie,  pai'  exemple  lii^=zck^  l'inter- 
valle \  i  est  celui  commençant  par  i  et  finissant  par  c;  Y >  com- 
mence par  c -h  ï  ef  se  termine  j)ar  3r;  \  3  commence  par  3c +  1 
et  se  termine  par  6c;  Y4  commence  par  6c +  1  et  se  termine 
par  loc,  etc. 

Règle  V.  —  Les  A -}- 1  premiers  coefficients  de  la  caracté- 
ristique spectrale  principale  f  {x)  déterminent  complètement  la 
partie  entière  el  la  suite  de  Pa=  A,  +  Ao  +  .  .  . +A/;  premières 
îlécimales  du  nouihre  S  :  cette  partie  décimale  s  obtient  en  écri 
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\aiil    })(nil   à  bout,    à    la   siiilc   les    uns   des   aiilres.    les   /,■   «groupes 

milTK'MKjllCS  C(H-l*OS|)()ll(lailtS  G,  Gj  .  .  .G/i. 

Dans  le  cas  de  iNlIimo  iinlfoi-ine  ///,=  //,  les  k -\- \  |)r>einiers 
cooflicicnls  de  /{x)  délenniiieiil  la  partie  enlière  ri  !<*>  k/i  pre- 
mières décimales  de  S. 

Dans  le  cas  de  r\t  lune   innlorinciiieiU   accélcMM'   /t/^^  h -\- r/i\  ils 

en  déterminent   la  partie  enti<M'<'  <'t   les  c-\-nh    |)r<'mi('i<'.s 

décirtiales. 

Ri-:(;LE  \  1.  —  La  partie  entière  et  la  suite  de  P^  pi'emières  déci- 
males du  nombre  S  déterminent  complètement  les  /  -|-  i  premiers 
coefficients  de  la  caiactéi'isti([ue  /  (  :r). 

Si  l'on  parta«>e  la  suite  s^  (\c  ces  déeimales  en  traiiclies  consé- 
eutives  composées,  la  j)remière  de  A,  premières  déeimales,  la 
deuxième  de  liy  décimales  suivantes,  etc.,  le  coefficient  M^^  (ley'(^) 
(abstraction  faite  des  signes  de  sa  partie  réelle  et  imaginaire) 
(M)ïncide  avec  le  grouj)e  de  (dnflVes  signific-atifs  de  la/>"""  tranche. 
Autrement  dit  :  ce  coefficient  est  représenté  par  la  cannelure  de 
la  tranclie  speetiale  commençant  par  la  (h ^-\-h2-{---.-\-hp.  \-\-\V^^^^ 
et  finissant   |)ai'  la  (//,-h/^j  +  -  •  .  H- ///,)"  """  d(''cimale  du  uoinbi-e  S. 

13.  Pour  (juOn  puisse,  d'après  un  noud^i'C  S  donné  comme 
s|)ecti'e  d'une  suite  inconnue  d'entiers  M„,  M,,  Mo,  .  .  .,  recons- 
tituer cette  snite  même,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  connaisse,  en 
plus,  nn  ensemble  (D)  de  données  qualitatives  qui  s'y  rattachent 
et  qui  permettent  de  préciser  : 

i"  La  loi  de  rythme  spectral  h^; 

>/'  L'ensemble  if^  de  signes  des  parties  réelles  et  des  coefficients 
de  /  des  parti<'s  imaginaires  des  entiers  M^. 

La  loi  lii^  de  ivthme  fera  connaître,  à  l'aide  de  la  règle  111  du 
paragrapiu'  précédent,  les  cannelures  successives  an  spectre  S,  et 
par  cela  même  les  entiers  N„,  Nj,N2,  ...  liés  aux  AI/,  par  la 
relation 

où  ^f(  est  celui  des  quatre  nombres  i,  —  i,  /,  —  «qui,  d  après  les 
signes  correspondants  t^,  convient  à  M/^;  les  Ma  seront  alors 
complètement  déterminés  [)ar  cette  deinière  relation. 


rilAI'ITliE  VI. 


14.  li  esl  manifeste  (|u  uu  sp(M'Jre,  lourju  par  nue  caraelé- 
ristiqiie  y  (^),  ne  saurait  être  un  noinhic  e/iflrr  (  rrel  ou  nua<.;i- 
nairc)  sans  qiuî  /(.r)  se  réduise;  à  une  eonslanlc;;  il  ne  saui'ait 
avoir  un  nombre  limité  de  décimales  ([ue  svf(x)  se  ri'diiil  à  un 
polynôme  en  x. 

11  est  de  même  évident  que  j)()ur  une  earactéristiquey*(  ^  ),  fonc- 
tion rationnelle  de  .r,  le  s[)eetre  ayant  un  rythme  uniforme 
quelconque  compatible  avec  ses  éléments  est  un  nombre  coin- 
mensurable  et  représente,  par  conséquent,  une  fra(;tion  décimale 
périodique,  simple  ou  mixte.  Toutes  les  fois  quey'(.r)  est  une 
fonction  algébiique  en  x^  le  spectre  avant  un  tel  rythme  est  un 
nombre  algébrique. 

Mais  \\  n'en  esl  j)as  nécessairement  ainsi  lorscpie  Je  ivtlime 
spectral  n'est  |)as  uniforme  :  un  spectre.,  ayant  un  rythme  suf/i- 
samment  accéléré  j)our  que  sa  dispersion  croisse  assez  rapide- 
ment avec  le  rang  des  tranches  spectrales.,  est  un  nombre 
transcendant. 

Rappelons,  en  effet,  un  théorèuie  connu  de  la  théorie  des 
noud3res  transcendants  et  dû  à  M.  Maillet  (  '  )  : 

Soient  b  un  entier  fixe  quelconque;  //? , ,  m,,  ni.\.,  .  .  .  des  entiers 
réels  positifs  ou  négatifs,  ])lus  petits  cpie  b  en  valeur  absolue  et 
dont  une  infinité  est  différente  de  zéro;  -!/,,  'b.,.  'i>:{,  .  .  .  des  entiers 
réels  positifs  tels  que 

et  'i>,/  croissant  indéfiniment  avec  n.  La  fonction 

cp(ir)  =  Ao+  A,  .r  -4-  k^x''- ^ . .  .  , 

(')  K.  Maiu.kt,  Introduction  à  ta  tliéorie  des  nombres  transcendants  {P^.r'\?,, 
Gaulhier-Villars,  i9f>6,  p.   '^0-32). 
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OÙ 

est  une  fonclioii  entière  de  x  ne  prenant  pour  x  =  nombre  ('om- 
inensiiral3l(^  (  el  iiHMnc  al<;ébriqiie),  dlfTérent  de  zôio,  (jiie  des 
vjilems  (jiii  sont  des  nombres  trans(^endants. 

Considérons  donc  une  suite  indéfinie  M,,,  M,,  Mo,  .  .  .  d'enliers 
ayant  chacun   (tu  plus  L  c/u'ff'res,  et  prenons  dans  le  théorème 

précédent 

m/,  =  6/,  M/,,         b  =  iof. 

La  fond  ion  es  (  r  )  coïncidera  avec  la  «énératrice  spectrale  de  la 
suite  M/i  correspondant  au  rythme  (compatible  avec  la  suite) 

avec  //,  =:  '!», ,  car  on  a  alors 

Le  spectre  des  M/^  à  rvthme  A^  coïncidera  donc  avec  la  va- 
leur 0(1)  et  par  suite  /eprcseniera  un  nombre  transcendant . 
D'après  la  théoiic  des  nombres  transcendants,  ('elle  transcen- 
dance provient  de  la  présence  d'une  infinité  de  suites  de  zéros 
séparant  les  décimales  sit»nificatives  du  spectre  et  dont  l'étendue 
croît  indéfiniment  avec  le  rang  de  la  suite.  Autrement  dit  :  la 
transcendance  du  spectre  provient  de  la  croissance  rapide  de 
sa  dispersion  avec  le  rang  des  tranches  spectrales. 

Poui'  la  suite  M/^  se  composant  d'entiers  à  un  seul  chiffre,  le 
spectre  ayant,  par  exemple,  le  rythme  //a=  (k  -  \)(k  —  i)!  est 
un  nombi'c  transcendant. 

Mais  le  caractère  transcendant  ne  se  /attache  pas  exclusi- 
vement aux  spectres  des  suites  d  entiers  à  un  nombre  limité  de 
chi lires.  On  peut  le  faire  voir  à  l'aide  d'un  autre  théorème  sur  les 
nombres  transcendants,  dû  éj^alement  à  M.  Maillet  (  '  )  et  cpii  est 
le  suivant  : 

Soit  b  un  entier  fixe  (juelconque  et  posons 

tjj.  nz=^  l)l>'l   ,  avec  l)^„=i  I)" . 

(  '  )  Loc.  cit..  p.  io5. 


/^4  PRKMiKiU':  l'Ainii:. 

(le  soric  ([lie 

/.  _    Lhn  I  _    II/'" 

Soient  ensuite  o  cl  t  doux  entiers  réels  posilils  fixes,  el  A^,  A,, 
Ao,  ...  une  suite  (Tenliers  (ré(;ls  on  iina<;inaii'es,  positifs  ou 
négatifs)  tels  que  pouf  une  valeur-  (l(''l<'rnniiée  de  p  plus  tiiaiide 
(|ue  'À  on  ait  pour  loul  indice  // 

D'après  le  théorème  que  nous  asons  en  \ue,  la  séi'ie 

o{x)  =■  A.0  0)o  H-  A  1  (0 1  37  •+-   A  2  0)2  .^2  -1-  ...  , 


ou 


représente  nne  fonction  entière  de  x  ne  prenant  pour  x  rationnel 
différent  de  zéro  que  des  valeurs  transcendantes. 

Considérons  alors  une  suite  indéfinie  d'entiers  réels  ou  imagi- 
naires M„,  M,,  M^,  .  .  .  dont  le  nombre  de  chifï"r(\s  peut  au<;menter 
aussi  rapidement  qu'on  le  veut  avec  leur  rani;,  et  déterminons 
deux  entiers  positifs  p  >>  'i  et  t  de  telle  manière  cpic  le  nombre 
ïOy,^<^/<  ci'oisse  au  moins  aussi  vite  que  le  nombre  de  chiffres 
de  M„,  et  (pie  |)our  tout  indice  //  on  ait 

En  prenant  dans  le  théorème  précédent 

A„=0„M„,         6  =  10, 

la   fonction   .s  (^)   coïncidera  avec  la   i;énératrice   spectrale   de  la 
suite  M/f  correspondant  au  rythme 

/>/,=  ri/,— u/,-i  où  //,„=  loP''^^ 

avec;  //,  =:  lo^,^,,  car  on  a  alors 

Comme  la  valeur  cp(i)  représente  le  spectre  des  M/t  à  rythme  h/(^ 
le  spectre  sera  un  nond^re  transcendant. 

La  transcendance  das  Sf)ectres  ainsi  formés  est  due  essen- 
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liellemeni  à  la  dispersion  du  spectre^  Le  (Jet  de  liiciudératioi) 
rapide  du  rythme  spectral;  elle  ne  se  rallaclie  luillemciit  aux 
valeurs  numériques  mêmes  des  entiers  formant  les  cannelures  du 
spectre  ou  à  leur  mode  de  croissance  avec  le  ian<;. 

Mais  à  côté  de  tels  spectres,  rentrant  dans  la  classe  de  nombres 
transcendants  de  Liouville^  il  v  en  m  une  infinité  d'aulrcs,  repri'- 
sentant  aussi  des  nombres  transcendants,  loui  en  ;i\iinl  nue 
dispersion  faible  ou  inénic  nulle,  et  uw  rvthnu.'  lent  (►u  uiéinc  uni- 
forme. 11  suffit  de  ra[)[)eler  le  spectre,  à  un  rythme  uniforme, 
quelconque,  de  la  suite  d  entiers  à  un  chiffre  coïncidant  avec  les 
décimales  successives  du  nombre  e  ou  du  n()ud)!e  ti,  et  qui 
n'appartient  pas  à  la  classe  de  LiouvlUe. 

La  transcendance  d'un  spectre  peut  donc  être  due  :  i"  à  sa 
dispersion  seule;  2"  à  la  composition  des  cannelures  speclialcs; 
3**  à  la  fois  à  sa  dispersion  et  à  la  composition  de  ses  cannelures. 


DEUXIÈME   PARTIE. 

UN  MODE  \)K  CORRESPONDANCIi  EXTHE  LES  FONCTIONS 
D'UNE    VAIIIABLE    ET    LES    SUITES    DE    NOMBRES   ENTIERS. 


I.  —  Transformations  A[/|  et  fonctions  (E). 

15.  L^irnii  les  diverses  iiiaiilères  possibles  d'établir  une  corres- 
pondance entre  une  fonction  /(  3  )  (Tune  variable  et  une  suite  de 
nondires  entiers.  Tune  consisterait  à  établir  une  eoricspoudance 
entre  la  fonction  /(^)  et  une  série  de  [)uissances 

(80)  F(z)  =  Mo 4-  M,z  +  iM2  j2-t-. .  . 

à  coefficients  Ma  nombres  entiers,  de  sorte  que  de  deuv  corres- 
pondants y  (3)  et  la  suite  Myj^  l'un  se  trouve  déterminé  quand  on  se 
donne  l'autre. 

Nous  appellerons,  pour  abréger  le  langage,  séries  (E)  les  séries 
de  puissances  à  coefficients  nombres  entiers  ayant  U)  ravon  de 
convergence  non  nul.  Les  fonctions  d'une  variable,  suscM'ptibles 
d'être  représentées  par  de  telles  séries,  seront  appelées  /onc- 
tions (E).  Les  polynômes  à  coefficients  nombres  entiers  seront 
désignés  comme  polynômes  (E). 

Parmi  les  divers  moyens  de  réaliser  effectivement  une  corres- 
pondance entre  les  f{z)  et  les  séries  (E),  l'un  consisterait  à 
transformer,  par  un  ensemble  connu  d'opérations,  'f{z)  en  une 
série  (E),  la  transformation  effectuée  établissant  une  correspon- 
dance définie  réciproque  entre  les  éléments  déterminants  de/(>3) 
et  la  suite  de  coefficients  de  la  série  (E). 

Nous  désignerons  comme  une  transformation  A  |  /*J  compatible 
avec  la  fonction  considérée  f{z)  toute  transformation  se  tra- 
duisant par  un  ensemble  limité  ou  illimité  d'opérations  déter- 
minées, laquelle,  efl'ectuée  sur/(2),  remplit  ces  conditions. 


4^  DELXIKME    PAHTIK. 

La  Ir'aiisloiinallon,  j)ar  exemple 
est  eonipalihle  avec  la  fonction 

^.  7.  i 


(|u  ('lie  l  ranslortne  en  série  (  K) 

z  —  ■iz'^- —  3  LZ'^  -\~  \  Z'  -\-  .  .  .  \ 

la  transforniation 

Af/J-     f    e-^fizt)<ll 

est    compatible    avec    f(z)=e"^~     (/;/  =  nombre    entier)    qu'elle 
transforme  en  série  (E) 

i  -+-  /}iz  -\-  m'-z-  -+-  ni-^z'-^  ^ .  .  .  ; 
la  transformation 

est  compatible  avec  toute  fonction  y'(^)  définie  par  une  série  de 
puissances  de  la  forme 


(n-hi) 

(les  M„  étant  des  entiers  fixes  ou  variables  avec  ti)  qu'elle  trans- 
forme en  série 

la  transformation 

A(/)  =  Ti/(T2^), 

où  yi  et  yo  sont  deux  nombres  entiers  convenablement  déterminés, 
est  compatible  avec  toute  fonction  algébrique  développable  en 
série  de  puissances  de  ^  à  coefficients  nombres  commensu- 
rables^  etc. 

II.  —  Transformations  A[/]  se  rattachant  aux  catégories 
déterminées  de  fonctions. 

16.   Les  opérations  par  lesquelles  s'efFectue  une  transformation 
A  \J\    sont   infiniment  sariées   même   pour   une   fonction  pailieu- 
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\\èn'/(Z).  ÎN(''ai\m()in>,  iiiir  I  iMusloniiiil  loii  |);irl  iciilirrc  A[/|  ne 
se  rallaclic  pas  cxchisiN  cmciil  à  iiih'  lomlKm  parllculicrr  :  d  iiiic 
inaniri'c  «>rn(''ral<'  i(/ie  I l'ansfornidl ion  A|/*|  csl  co/N/tatiùle  (n<'c 
une  cah'goric  /tins  on  moins  g<'n('i'alr  de  fond  ions. 

Ainsi,  la  lonclioii  claiil  (h'Iinic,  dans  iin<'  pailic  (le;  >(»ii  domaiiir 
d'existence  par  un  (l(''\<'l<)|)|)('in('iil 

(8i)  /(s)  =  <r/o-l-  «1  "  H-  <(>ii'--\--  . . 

(où  I  (Hi  nciil.  par  iiii  clianj^cnicnl  de  \arial)l('  mdcpciidaiilc 
iaisanl  pai'l  i<'  <!<'  A  |  /  | .  Md)si  il  iici-  ;  à  //  i.  on  a  lo  i('.:l<'s  >(ii\  aiih">  : 

RiiGLE  1.  —   Lnc  I  raiisloi'inalion  <!(•  la  Ioiiih; 

^\f]  =  \f(Bz)         (A=const.:     H  =  coiist.) 

est  compatil)le  a\(U' /  (  r  )  loiiles  les  t'ois  (pic  l'n/te  des  C(»Hdilions 
suivantes  est  r-eiiipli<'  : 

i"  a,i  a  un  nombre  /i/u  de  dcciinalcs;  on  pcnl  alors  prendre 
B  =  i,  \=ioo,  où  g  esl  rentier  positif  représentant  une  limite 
supérieni'e  du  nonihre  de  décimales  des  a,i- 

•a'*  a,i  est  le  (pioticnt  de  deux  nombres  entiers  pi'cmieis  entre 
(îux,  dont  le  dénominateur  [6,1  ne  contieni  (pie  des  lacteMr> 
premiers  n  an«^nienlant  pas   indéliniment   a\ec   /?,   et  satisfait   à    la 

(•(nidition  (pie  ^|^,j  |  reste  fini  lorsque  /i   au^inenle  ind<'dinimeiil . 

Le  d(''\eloj>peinent   de   ji,i  en  fa(;leurs   premiers  ne  comprenant 

(pi  un  nombre  limit('' de  facteurs />! ,  p.2^ /V/-  >'  I  on  d(''si*;ne  par  \ 

un  nond)re  lixe  tel  ((uc  y^|  [ii/J  <<  l\,  on  peut,  pour-  (lia(pie  fac- 
teur />/,   ([('terminer    un    entier    À/    tel    (pie    J^'î' ^  ^    <'l    I  "'^    peut 

prendre 

B=p\'p^.../,^'. 

.)"  a,t  esl  un  nombre  coniniensurab(e  et  J\z)  une  l'oncli<m 
algébrique  (cas  particulier  de  a'*  d'après  le  théoivme  d  Eiseinsteini. 

4"  a,i  est  une  fraction  df'cimale  prriodic/ue  dowX  le  nombre  a  de 
(  iiillres  de  la  partie  non  périodique  et  le  nombie  [j  de  cliilires  x\v 
la  période  ne  varient  pas  avec  n\  on  peut  alors  prendre 

a 


)()  deu\ii:mi-:  parti i:. 

(conscnjucncc  de  ht  |)i()|>(»sil  Ktii  ;iiil  li  iih'I  i(|ih'  ('Ic-mcnhiirc  sur  les 
fraclions  (Irciinalcs  jx'imkIkmics  coincrl  m's  <'n  lr;i(  Imhis  <u<Ii- 
iiaircs). 

Règle  II.  —  Toiilcs  les  lois  (|ii<'  (tu  csl  hi  y/'"'"  rjicnH'  (J  un 
jioinbre  entier  (/>  =  ciilier  j)()silir),  la  (onclioii  ,/ (  c- i  adiiH-l  la 
Iraiisformation 

(84)  ^f]  =  :\,{z), 

où  ^k{^)  ^^l  l'<  toiKiiou  (le  3  définie  par  ia  lormide  de  rreiirrciHc 
(()i)  avee 

I  el  avee  les  reslrielions  rvideiUes  (jue  eoinporle  la  formule  (  (ii  ) 
pour  les  suites  M/^  illimitées  |. 

Règle  111.  -  Dans  le  eas  plus  partleulier  où  cin  est  la  laeinc 
earrée  d\in  nombre  entier,  la  lonetiony(s)  admet  la  transfor- 
mation 

(85)  ^[f\=l-J''^fi^eti)fi^-^yit  (G^const.) 
(voir  §  o). 

Règle  I\  .  —  Tout  polynôme  /(^  )  à  coefficients  nom])res  algr- 
briques  admet  une  transformation  A  [y  ]  s'efîecluant  j)ar  un  n()nd)re 
fini  d'opérations  aloé])riques  et  de  substitutions. 

Règle  A  .  -  Lorscpie  cin  est  de  la  forme  M,iC3,i  où  M,^  est  un 
entier  fixe  ou  \ariable  avee  /z,  et  'z^a  un  facteur  non  entier  variant 
avec  71  et  tel  (pie  la  série 

\o{z)  = \ 1 h.  .  . 

?0  ^1  'f2 

ait  son  ravon  de  <'oii\eri;enee  non  nul,  la  fonction  /(  3  )  admet  la 
transformation 

(87)  t.lf]  =  ~J     f<^ccti)o[^^^dt  (c  =  consl.) 

ainsi  (pie  celle  (pToii  ol)tieiit  en  ^'-  [)ermutant  y*  et  o  (  consé(pience 
i\i\  théorème  cit(''  au  parai;ra[)lic  5). 
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D'aileurs,  dans  uiic  niiilliliHlc  <lr  cas  «le  celle  espèce,  la  loiie- 
lioiiy*!  :;  )  admel  aii>si  danliMs  Iraiishti  mal  loiis  A  |  /  |  (|iii  peiis  eiil 
alïeelei'  le>  lonnes  |re>  \anees.    \iiisi  : 

/t- 
l"   Pour  rt„    —  M       (où   M  esl   un  eiihei(i\e)  (uToii  peiil    ('-eilie 

«  ■  //  ±  1  // 


<7„=IM„c3„,         avec         M„-IM       -      ,         ^/j  =  M     ', 
on  a,  dans  le  cas  (n'i  J  (  z  )  e>l  un  |)(d\  nome, 
(S8)  A|/|:=/i./M)  Cl         X\f\-^/f--^\; 

2*^  ^uur  C3n=  r—  (  OÙ  7.  <'l  3  soni  des  conslanle>  ),  une  Iraus- 

'  a  +  [■>  n  ' 

lonnatiun  -^jy  |  <'>!  l<Miiine  pai'  Texpi'cssion 

(89)  ^^'  ^TH^'^-^^'"^^^ 

I 

après  (pi On  \    remplace  3  par  3*;. 

.V'    Pour  '^„-—  ff    ^'  <  <>"  p  <'^'  iifi  eiiUt'r  posihl  (i\e).  on  a 

(90)  \{f\  =  l„(z), 

où    les  )./,(:?)   >onl    les   louchons   d(''lin»rs  pui'   hi  fm'undedc;  rècur- 
rrurc 

l,iz)  =  z'^'"^J''\  l,(z}=zj'(z)- 

t^    Pour 

I 

on  a 

(90  M/i-=  77^  irz'^'ri^')^ 

où  les  'JL/if:?)  so!il  les  fonchons  dèlinies  par  la  lormide  de  r(''currencc 

lli:(;Lr:   \  I.   —    Lors(jue.  '^„  <ianl  le  lacleui'  de  la  rè^le  \  111.  son 
inverse  —  s'exprnne  [)ar  une  inh'j^rale  delinie  de  la  l(>rm(.' 

I      UV-'  dt 


loiir'iiil 


Jl  DIMJMKMi;    l'AhTIi;. 

i^u  v\  r   ((tiH'lldUs   (le   L),    l;i   (oncl  khi  /  (  :;  )  jmImh'I   I;i  I  ijuislormalioii 

.1. 

Ainsi,  |)(mr  '^„  =  (a  H-  [j//  )',  (a  >  o,  ,^j  >>  o,  |  A  |  >>  i  .  I;i  foiinule 

1  I        r* 

pour  C2,,  = 5  la  foriiiule 

'  '  I  .  '2  .  î . . .  /i 

(95)  I.X.Z..  .71=    j      V'e-' dt 
iournil 

(96)  A[/]=   f\-^f(zndt. 

Cetic  (leiniôre  tiansformalion  est,  par  exemple,  compatible  avec 
toute  foncliony(^)  de  la  forme 

e?'-'^    sin'«'^(s),     cos'"cp(5),     e'>'^'(f(z), 
où  Z)[z}  esl  une  fonclion  (E)  el  ni  un  entier  posilil. 

Rè(;le   Vil.    —   Lorscpie  le  fadeur  'jî,,  de  la  lèole  \  Ni  est  de  la 
fojine 

cp/,  =  r (p=  entier  positif  fixe^? 

^         {i.'i.i.  .  .n)/>  ■^  ' 

la  foneliony  (:3)  admet  la  transformation  (avec  les  reslrielions  de 
eonvei'i'encé) 

f       ...    /      c-'^+'-^+---^'v^f{zt,t.,..t,,)d(,dh...dt,, 

0  «-  0 

[eonsécpienee  de  la  foi'mul<'  (().V)]-  Tel  esl,  [)ai'  exeiujjle,  le  cas  de 
la  transcendante  de  l^essel 

J  (■")  = 


(1)2  (l.-2)2  (,.2.3)-^ 

co]resj)ondanl  à  p  i=.  1. 
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17.    Les    r('j;l('.s   suixanlcs    rjicililciil    lu    iccliciclic    (rime   nairillc 
Iransloiiiudinii  A|/"|  (laii>  mic  nnill  il  iidr  de  <a>. 

RknLE  \lll.  —    Soil     toiZ)     iiiic     loiiclioii    (le    c    (Icliiiic    |>ar    Ic^ 
j)  H-  I  rclalicms 

(98)        W(j)  =  (O, (//,).  Ui  =  tù2(ffi),  ...,  l(^,^^z=  Oi,,(ll,,),  u,,=   z, 

où  les  loiiclioiis  0)/,  sont  (loniK'cs  :  soil  0/,|y|  une  oncial  i(»n  (iiicl- 
coiujiio,  la([n('ll(',  cUcclurc  sur  une  scnc  de  |)iiiss;iiu('s  ((ihilrdire 
(lime  cali'iionc  (J  i  de  séries 

(99)  /=  Xo  +  X,--+- X.^j-i, 

Inuislormc  (M'Ilc-ci  rocnudlcinciil  v\\  mie  série 

W/.(  Ao)  -f-  w/,(>v|  )  z  +  (0/.  (  X).,  c-  4- 

1  ouïes  les  l(ns  (ju  il    sera  |)()ssd)le    de    (dioisii*    la    loiiel  ion  (o  (  ;) 
de  manière  ([ue  la  sf'rie 

(O  (  «0  )  H-  t'>  (  <^  1  .)  ^  H-  W  (  «2  )  s-  -h  .  .  . 

soil  une  série  (  \\).  la  fonelion  y  (  c  ),  aj)j)aiienanl  à  la  eah'^orie  (/ ). 
adinellra   ((unine    l ransfornialion  A|/|   celle   (|iii   s'ohiieni    par   la 

superposilion   des  opérations   0,,  Oo 0^,   elleeUM'es   sur  /(v), 

dans  l'ordre 

(100)  A[/]     =     0^,0/;        l---Ol[/.|. 

Ri-:Gi.i'.    I\.  Soil    On,  Om  2>,  •••    une    siiile    de    lerme>  \aiianl 

avee  /?,  doni  eliaeiiii  s  e\|)riine  eoninie  produil  de  /;  hieleiiis, 

Pu  ^^  pm  p fii  •  ■  •  ?ni> 

(/>  ne  \aiianl  pas  a\ee  /?  )  :  soit  O/i  |  /  |  une  opération  .([ueleoncjue, 
lacjnelie,  elleeluée  sui*  une  série  (99)  arbitraire  de  la  ealéjuorie  (/)•, 
ti'anslorine  eell<'-ei  rornielleinent  en  une  série 

Po/t-^O  +  ?1A ''^l  ^  -+-  P2/.À2  5-  -4  ...  . 

Toutes    les    |(ns    (lu  il    seia    possible    de    (  lioisir    la    -<iiile    z/,  de 
manière  ([ue  la  série 

pQao-+-  p^ai  z  -h  p.y  a-i  z'-  -\- .  .  . 


')4  i)i;ij\ii':.MK  l'AKTii; 


soil  iiiH'  sciic  (Im,  !;i  loMclioii  fiz)  ;i(liii(l  I  lii  coiiimc  Irjiiisloi- 
iniilioi)  A|  /  I  ('('Me  (iiii  s  ohlicMl  |)MI'  Li  supcrposi  |  ion  des  ()|M-r;il  ions 
0, ,  Oo,   .  .  . ,  Oy,  cil  CCI  liées  sur  /  (  G  )  dans  un  ordre  arinl  raire. 

Par    exemple,     pour    un     |K)l\nonie    /iZ)    aNanI    son    cocllieicnl 
L>('nei'al  de  la  lorinc 


^ 


a,i=^  —  (M  -=  cil  lier  lixc), 

//. 

on  aura 

n 

Au  j)j<'mier  taclciir  coriM'spoiid 
cl  an  deiiMènic 
le  polviiomc  y  (  ;)  adincl  donc  la  IransforinalJoii 

Il  est,  (railleurs,  é\idenl  (|u  à  laide  d  une  Iraiisfonnatlon  A[y^|, 
compatible  avec  une  lonction  donnée,  on  peul  toi'mer  une  injinilr 
(Tautres  par  des  o[)(''rali()ns,  lesquelles,  eireeUn'es  sur  le  résultat 
(le  '^[./l^  Iranst'ormenl  celui-ci  en  une  nou\elle  série  (E)  [addition 
(Tune  série  (E)  arbitraire;  miiltij)licali()n  par  une  telle  série;  déi'i- 
\ation  répétée  \\n  nombre  aihilraire  de  l'ois:  opération  'i>(A[y|) 
où  "h  est  une  série  (  E)  arbilraire,  etc.] 

III.  —  Quelques  modes  généraux  de  correspondance 
entre  les  fonctions  d'une  variable  et  les  suites  de  nombres  entiers. 

18.  l'.tant  doiuK'c  une  loncl  ion  /  (  c  ),  il  est  possd)le  de  lui  taire 
corres|)ondrc  une  lonclion  (E)  contenant  tous  les  éléments  pour 
la  déteiininalion  complète  de  certaines  particularités  déterminées 
(sin^ulai'ités,  zéros,  v\c.)  (\vf{z)  dans  un  cercle  donné  du  ])lan  des  ^. 
Ou  aura  ainsi  r(''alis(''  iiiu'  correspondance  entre  les  telles  particu- 
larités ((|ui  sont  souNcnt  ce  (pi'il  imporle  le  [)lus  de  c(^nnaître 
(Tune  lonclion)  et  une  suile  de  nombres  entiers. 
Viusi,  soient  ^  =  a  un  point  oi'dmairc  de  /(  c  )  cl 

(i(3i)  f  (  z  )  =  ao^  ((li  z  —  y.)  ^  a.2{z  —  1)-  -^  .  .  . , 
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SOU  (l(''\('l()|)|)('in<'iil  au  v<)isiiia<;(^  de  ce  poiiil.  Soil  ),  iiu  nninl)ro 
i<''('l  |)()sili(  iifhil  l'iMi'c  cl  lonnous  la  loiu^ioii 

(102)  fi(z)  =  Mo-\-Mi5-^  M,z-^-h..., 

où  M„  (l(''si^ii('  la  parlic  (Milirrc  {\[i  nombre  a,,'/^"  (  i<'('l  ou  iuia^l- 
uai rc).  La  (lin'éronc(î 

(io3)  /(«  +  X.)_/,(^) 

csl  Ja  foiKl  ion 

W(z)  =  ao-h  ai^s  4-  a2  2--l-.  .  ., 

où  y.n  csl  le  nombre  ajanl  pour  partie  enlière  zéro  cl  pour  paiiie 
(Iceimale  celle  de  an^"-  J^a  fonction  V(^)  est  holomorplie  dans  un 
cercle  avant  roii«>ine  comme  centre  et  le  ra\on  su])<hieiu^n\  égal 
à  1.  M  s'ensuit  (|uc  les  deux  fonctions  y(  a  H- X-s)  et  f\{z)  ont 
uicuK's  sin<;ulaiit(''s  dans  un  cercle  quelconque  Gq  ayant  Torij^ine 
comme  centre  et  le  rayon  p  inférieur  à  j  . 

D'autre    paît,    les    sinj^ulaiités  i;  n=:  ^27/    de  f{'j.-\-\z)    à    Tinté- 

rieur  d<'  (]„  sont  les  valeurs  —^-^r —  où  les  Zi  sont  les  affixes  des  sin- 
gularités (ley(:;)  à  l'intérieur  du  cercle  Ca  aNanl  :;  =  a  comme 
centre  cl  b;  rayon  /"^Ap.  D'où  le  fait  suivant  déjà  signalé  par 
M.  lîorci  («)  : 

(Jn  peut,  pour  la  détermination  des  singulailtc's  {\v.  f{z)  à 
rint(''rieur  d'un  ccicle  (pielconque  décrit  autour  d  un  point  oi'di- 
naiiM!  de  y(^)  comme  centre,  substituer  à  /(3)  la  fonction  (E) 
délinie  ])ar  la  série  (102). 

On  a  ainsi  une  correspondance  entre  f{z)  et  une  suite  de 
nombres  entiers  contenant  tous  les  éléments  pour  la  détermi- 
nation complète  des  singularités  de  f{z)  dans  un  cercle  donné 
ayant  pour  centre  un  point  ordinaire  de  la  fonction. 

I^es  zéros  de  fiz)  à  l'intérieur  du  cercle  Ca,  tracé  dans  une 
région  D  du  plan  des  z  où  la  fonction  est  méromorphe,  coïncident 
a\('c  les  |)oles,  com])ris  dans  (1^^,  de  la  fonction 


(^)   V..  BoKHi-,  Leçons  sur  les  fonctions  inéroniov plies ^  1903.  j).  .H5-3(î 


(Ml,  (I  iinrcs  h)  Inriniilr  (niiiiiM 


i»Ki  xiKiMi:  l'Ain  ii;. 
on  u 


A. 


(-1)" 


,  '/  il 

'0 


«1 

<!„      1 


(iQ 

f'n     2 
(in     1 


() 
(li) 


() 
() 
() 

«I 


V\\y  conséquent  :  la  Jonction  (102),  quand  on  y  suhslitue 
les  Xji  aux  an-,  établit  une  correspondance  entre  f  {z^  et  une  suite 
de  nombres  entiers  contenant  tous  les  cléments  i>our  la  drtcr- 
minalion  complète  des  zéros  de  f{z)  compris  dans  un  cercle  (\y_. 

Le  même  procédé,  a])j)liqiié  à  craiUres  combinaisons  de  y,  (Hji- 
hlirait  une  lelle  cori'es|)<^ndance  entre  f(z)  et  les  suites  de 
nond3res  entiers  déterminant  les  valeurs  de  ::  [)our  lesquelles  /"( -3  ) 
prend  une  \aleur  donnée,  atteint  ses  maxima  et  muiiina,  etc. 

J9.  Il  est  possible,  et  de  dix  erses  manières,  de  substituer  à  /  (  z  ) 
une  fonctiony,  (  z)  qui,  dans  nn  cercle  (^l^^,  dilïére  aussi  peu  cpi'ou 
veut  dey(^)  et  ]>our  lafjuelle  se  laisse  établir  un<'  correspondance 
entre  la  fonction  et  une  suite  de  nombres  entiers. 

Ainsi,  en  désignant  pai-y,  (^)  la  foncticui  définie  au  voislna«;e 
de  z  =  o  par  la  série 

bQ-i-  biz  -h  biZ--h  .  .  . 

dont  le  coefficient  />„  est  é*;al  au  noudjre  a,i'^t."  du  paragraphe  pré- 
cédent après  a\oir  néi;li«;é  dans  celui-ci  toutes  les  décimales  qui 
suivent  la  g'^""^  décimale,  la  diflerence  f  {y.  -{-\z) — f\i~-)  ^^^ 
une  fonction  dont  le  module,  pour  z  compris  dans  le  cercle  Cq, 
reste  constamment  plus  petit  que 

1  o~^' 


I'-- 


Pour  les  3  c()m])iis  à  rinlérieur  du  cercle  (^Qja>ant  le  j)oiut  z  =  y. 
comme  centre  et  plus  petit  que  le  cercle  (rholomorj)]iie  de^  (  3) 
autoui'  de  3  =  7.,  cette  fonction  difTère  dv  J\{z)  d'une  quantité 
dont  le  module  est  plus  petit  que  le  nond)re 


1 0-<^'  K 

^l—Z 
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(jiiOii  nctil,  «Il  (lis|)(»s;inl  de  <^> ,  i'ciidic  plus  prlil  (|ii  iiii  iionihir 
donne''  £. 

Or,  !a  fniH'linii  /\  i  z  )  iidnicl  lii  I  faiisfoiiniilioii 

établissant  ainsi  la  correspondance  entre  la  suite  (rentiers 
{formés  de  chifjres  composant  la  partie  entière  et  les  a  pre- 
mières décimales  des  nombres  ank")  et  une  Jonction  (jui,  dans 
un  cercle  donné  (l^^.  di(lère  de  J\z)  aussi  peu  quon  le  veut. 

Il  existe,  (rjHlIciii's,  une  niultitndc  d  autr<>s  fondions  J\(z) 
ratlacliéos  -à  J  {  z  )  cl  jotiissanl  de  |)ar('dl('  piopiM-lc'.  Parmi  ces 
fonctions  se  troiiNcnl  aussi  certains  polynômes,  ce  ([iii  lail  (|iic  la 
snite  d'entiers,  en  coirespondanee  a\ccy  (  z  ),  peut  être  réduite  à 
une  suite  limilé'e. 

Poui'  le  laii'c  Noir,  considcTons  la  lonclion 

f  {z)  =  rtoH-  <^«i  3    :-  a-i  z-  -r  .  .  . 

à  rayon  d'holoinorpliH'  /•,  cl  soil  X,,,  A|,  Ao'  •••  "'^*'  >^'"'''  'l<' 
nombres  comniensurables  tels  (juc  le  module  de  A/^r/,;  (end  iini- 
forménient  \ers/(''ro  loi's([ue  n  ani;nienle  indcrniimenl  cl  (|uc  la 
série 

\  z  Z' 

\\{z)  -^-  — ^-  — ^- 


|Xo|  |A.|       •       \\,\  '" 

ail  un  ia\on  de  coïncidence  o  non  nul. 

Soit  c  un  nom hrc  rcci  \)ns\{\\  <ommens(f?'able  (ju<'lcon(juc.  su|)(''- 
rienr  au  plus  i;rand  modnl(!  de  la  ronelion  11  (  :;  )  poui.:  compris 
dans  nn  cercle  (  1  a\  an!  roriiiine  comme  cciil  rc  cl  un  ra\(m  iic  sur- 
passant ni  /•  ni  z. 

Désignons  par  l„  la  parlie  enlicre  de  la  \alcur  mimcrupic  du 
nond)i'e 

tn=  \0'lc\aUn 

(q  étani  un  nomhrc  r('Md  posilit  donin'' )  cl  posons 

— -Ar-  =  B„,  a„  —  n„  ~-  0,1  ; 

lo'/cAn 

on  aura 

|io'/cÀ;,o,J  =  |/,,_T„I  <1. 


J8  i)i;i  xiKMK  l'Airni:. 

<<-  (Ml  I   molli  te  (itic  hi  loncl  ion 


0(, -4-   0]  G  -f-  02^2  + 


miinilcslcnicnl   lioloiuorplic   <l;ms    le   (•crclc   (>.  ;i    [xm  r  loiilc  \  alciir 
(le  G  coinpiisc  diins  (]  son  module  plus  [xhl  (|ii(' 


>    ,  .    I    -      (\\  =  \z\). 


I']n  |)osaiiî  donc; 

Bo-f-  B,5-f-  B2^2^...^  L(^), 

on  aura  pour  loulc  Nalcur  do  ^,  à  riiilciicur  de  (i, 

(io8)  \f{z)-Uz)\<  lo-'/. 

Or,  le  module  de  ).//««  IcndanI  uni(()rm(''menl  \ers  zéro  lorsque 
//  aii<;]iienl<'  iiKh-rinimenl ,  le  nombre  t,i  (le\  iendra  plus  pelit  ([ue  i 
à  partir  diin  lang  lini  n  =7^  df  sorte  cpiOn  aura 

<'t ,  pai'  suite, 

B/;4-l=0,  B/,^2=0,  l3/,+  :i=0,  

La  fonction  L(g)  se  réduit  donc  à  \\\\  ])ol\nojn(.'  \jp(^z)  de 
d(^*;ré  j)  z=  (j  -\-  /i,  où  A  \arie  avee  la  suite  A,^  choisie,  mais  ne 
clian*;e  pas  a\cc  q.  Les  coefficients  B/j  du  polynôme  étant  com- 
mensui'ables,  on  peut  ('crire 


L/,(^) 


N 


où  l*/;(^)  est  un    poJMiome  à   coefficients  nombres  entiers  et  Ton 
aura  |)our  toute  \aleur  de  z  c(unprise  dans  C 


('O!)) 


/(0-- 


N 


<io-v. 


En    ti'ans|)ortant    rori^ine     en    un    ])oint    ordinaire    arbitraire 
i\vf{z),  onarrixe  ainsi  au  iM'sullat  sui\ant  : 

Toaie  fonction  f  i^z)  se  laisse  représenter  au  voisinage <i\ui 
(juelconque  de  ses  points  ordinaires^  avec  une  approximation 
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voulue,  par  le   quotient  cVun   ifolynonie  il.)   el   dini    noniine 
entier. 

\  wv  Icllc  icprcx'iilal  loii  |)»'iil.  d  iiillciiis,  s'cUccI  lier  d  imr  inli- 
iiil(''  (ic  mamèrcs,  siii\air.  le  choix  de  la  miiIc  L,i.  l'Jlc  i(''iili.sc  iiiir 
<(H  rcs|)()ii(laiicc  outre  une  miiIc  limitée  (\r  noinhics  ciilicis  ri  une 
fonclioii  (lidV'iaiil  (le  /  (  3  )  aussi  peu  (|u<>n  Noiidra. 

I  .()rs(iue  J  (  z  )  esl  une  louel  ion  entière  d<'  ::.  le  ja\  on  du  cercle  (  1 
se  laisse  aui;inenl<'r  ind(''limnH'nl  :  il  Millil  de  piM'ndre  pour  les  /.,/ 
une  suite  de  noinhres  coinniensurahles  tels  (pic  les  deux  expres- 
sions 

(iio)  7I7==f  el  I>v,^^/| 

tendent  à  la  fois  unirorinc'nienl  \ers  zéro  lors(pie  n  aui;nienle  indé- 
fini mon  t. 

Ainsi,  dans    le    cas    dinK^    fonction  f(z-)   de    <>enre  fini  *'.  on 

j)i'endra,     par    exein|)le,     pour    /.,i    un     noinUre     posrld     coininen- 

1 


sural)le  (pi(dcon(|ue   inlerieur  ou   (''<;al  à  (i.  >...).  .  .//)ï^'.  piiis(pM' 
le     produil     d'un     Ici     n(Uid)re    par    le     module     de     (( ,i     lend     uni- 

iiU'nK'incnl     \ers    /('ro     a\ec    — >     d  après    le     lli(''orèine     connu     de 

Il  ' 

Poincaré. 

Pour  les  lonci  ions  y  (:;)  de  genre  Z('ro,  on  peul  prendre 

et    c  =  noinl)re    positif  connnensni'aMe    (pieleoncpie    sup(''neu!"  ou 
é«^al  à  e*\  où  R  désione  le  ra\on  du  eer(  le  (]. 

IV.  —  Digression  sur  les  séries  (  li). 

20.  Les  séi'ies  de  puissances  à  coeflicienls  noml^res  enliers. 
(lési<>nées  précédeniinenl  coniine  séries  (E),  siniroduiseni  dans 
un  <>rand  nombre  de  (piesiions  d'analyse  inathéniaticpie  cl  de  la 
théorie  des  noinl)res.  Aussi  ont-elles  ét('  l'objet  d'iniportanls  lia- 
vaiix  dont  (piebpjes  résultais  oi'.iK'i-aux  seionl  indi((U(''s  dans  ce  (pu 
suit. 

M.  Borel  a  inonliM-    (juc    si    une    série    iK)    rcpri-scnle   une   loue- 


<><>  DKLXIKaiK    l'AHTIi:. 

lion  /  (  c  )  iiiiiloiiiH'  ri  i('i;iili('ic  dans  le  (('iclc  1  ;:  T  i  ,  al)Nl  racl  ion 
lailc  (11111  nomluc  limilc  de  pôles,  la  roiiclion  f  {  z  )  csl  l'dtion- 
nelle.  liU'  série  (K)  ne  peiii  <loiie  reprc-senler  une  ron(  I  ion //?<//vy- 
morplw  ti-ansrendaiile  (  '  ). 

M.l\>lNa,en  ^('iiéi-alisanl  le  lln-oiènie  de  M.  Boi'el.  a  niontr*- 
([iM'  SI  une  s(''iie  (  Im  repi'i'senle  une  fonelion  nnifoiine  dans  un 
cercle  [  2  |  £  R  >>  i  el  ré<;nlière,  ahslraclion  l'aile  d'un  nombre  liniilé 
de  singnlaril(''s  (Tune  nainre  quelconque,  Ja  fonelion  est  uécessai- 
reinent  ratiomielle.  \ai  lliéorènie  de  M.  Pôl\a  ne  suppose  rk*n  sur 
la  nature  de  ces  singularités  (-)• 

Le  rayon  de  convergence  d'une  sc-iie  (\\)  esi  niaiiifestenienl 
liifèriear  ou  égal  à  1 .  M.  Fatou  est  arri\(''  au  résultat  sui\antàcel 
égard  (3)  : 

Toutes  les  fois  que  le  rayon  de  convergence  dUine  série  (E) 
est  égal  Cl  1,  la  série  ne  peut  représenter  uiie  fonction  niéro- 
morphe  de  z  autre  cju  une  fonction  rationnelle  de  la  forme 

(m) 


(  I  -—  :c"  ) 


oit  P(^)  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers,  et   m^  ji   des 
entiers  positifs. 

M.  Fatou  a  également  montré  qu  en  mettant  à  pari  les  fonctions 
rationnelles  de  la  forme  (  1  1  i  ),  une  série  (E)  à  rayon  de  conver- 
gence égal  à  T  ne  peut  représenter  une  intégrale  régulière 
d\iucune  écjuation  différentielle  linéaire.  Celles  de  ces  séries 
dont  la  natnre  analytique  est  actuellement  connue  (on  en  rencontre 
dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  et  dans  les  applications  de 


(')  Vj.  Boni:r,,  Sur  une  application  cVun  théorème  de  M.  Hadaniard  {Bull, 
des  Sciences  mat/i.,  •>."  série,  t.  \\II[,  p.  r32-25);  Leçons  sur  les  fonctions 
nie'romorphes,  kjo?),  p.  3'>-35. 

(^)  G.  PÔLYA,  Ueber  Potenzreiclien  mit  i;anz:a/dif;en  Koejfîcienlen  {Math. 
Annalen,  lîand  LXXVII,  4- H.,  p.  \ç)--'^y>'i) . 

{^)   VatoUj  Sur  les   séries   entières   à   coefficients   entiers   {C.  li.  Acad.  Se, 

t.  cxxxviii,  1901,  p.  3/1^^-344 ). 
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ranalyse  à  la  llirorii'  des  noiiihi'os  )  oui  d  ailleurs  leur  (•crclc  de 
ronvprgeiice  comiiic  coupuro  (/oc.  cU.  ». 

Enfin,  d'après  un  iliroi-ènio  de  M.  Faloii,  une  foiirlioii  algé- 
brique non  rationnelle^  représentée  par  une  série  (E  ),  possède 
au  moins  un  point  de  ramification  à  l  intérieur  du  vcrrle  dv 
rayon  i  t  loc.  cit.). 

Ajonlons  encore  qu'on  a  étendu  aux  séiies  (1m  les  lois  clcnirn- 
laires  qui  régissent  les  nombres  entiers  cl  ({ui  oui  de  appinjui-es 
dans  d'autres  domaines  et  généralisées  de  l)i<'n  de  façons  :  cali  id 
des  nond)res  entiers  sui\anl  un  module;  calcul  des  j)ol\uouics 
à  coefficients  entiers;  calcul  de  ces  polynômes  sui\anl  un  modul<'  ; 
calcul  suivant  deux  modules,  l'un  étant  un  nombre  cl  Taulrc  un 
polynôme;  calcul  des  entiers  imaginaires,  des  (piatciiiions,  des 
tableaux  de  Kronecker;  calcul  dans  un  domaine  (b^  ralionnablé  ; 
calcul  des  entiers  algébriques,  des  entiers  d'un  domaine,  <'lc.  (  '  ). 

V.  --  Diverses  formes  des  relations  entre /(c) 
et  sa  transformée  (1^). 

21.    l  ne  transformation   A|y|,  elï'cctui'c   sui"  la   fonction  f[Z). 
établit  généralement  une  relation  entrey  (3)  cl  la  série  (E) 

(112)  F(^)  =  ]\]oH-Mi^-t-M252  +  ... 

sa  transformée  par  A  \f\-  Cette  relation,  suivant  l'ensemble  (rop<''- 
rations  par  lesquelles  s'efi'ectue  A  | /*].  peut  alVecter  des  lormes 
variées  et  être,  par  exem|)le  : 

i"    l  ne  liddtion  en  ternies  finis,  comme  l'csl  la  relation 

A/(M^)  =  F(^)         (  A  et  M  entiers  lîxes), 

valable  poui*  toute  fonction  algél)ii(pie  à  coeflicienls  ,an  nombres 
commensurables  ; 

2**  Lue  équation  dijférentielle.,  comme  la  relation 

<l\f 


dz'^ 


4- A/=  r(^)         (A  =  consl.), 


(')  E.  Cahkn,  Sur  les  séries  intégro-entières  {C.  /i.  .Icad.Sc,  l.  CLII.  u)\i, 

p.    I2',-I37). 


6'^.  DKixiKMi:  l'Airni:. 

Niilahlc  |KMir  loiilc  lonclioii  f{  z)   doiil    les   cocdicirnl  s   r;,,  soûl   llos 
|);(r  iiMc  loi  (le  i<'((i  iiciicc  <!(•  la  loiriM' 

(  /t  -1-  I  )  (  /*  -H  •^.  )  ««4-2  -i-  A  f/,^  —  M„     -  o, 

où  les  iM,^  soiil  (les  ciillers  (ix<'s  on  xarlahlcs  axcc  // ; 
.)"   Lille  relalion  in irmalc,  comme 


00 


\alal)le  poui-  loule  lonel  loiiy  (  ::  )  doiil  les  eoenieiejiLs  a,i  sont  de  la 


lorine y  oti  J)K'ii 

I  .  '2  .  D  .  .  .  /i 


ce  « 

valal)le  pour  les  f{z)  à  eoeffieieul  f/,/  de  la  foruu' 


(  I  .  •> .  3  . .  .  «  )2  ' 
4"*  Une  relation  mixie^  eomuie  la  lelaliou 

^ /M /' u /AI  )  =  r(^), 

n- 

valable  pour  les  polvuomesy'(  5  )  à  coefficient  rt,^  de  la  forme  —    , 

où  M  est  un  enlier  fixe,  ou  hien  celles  auxquelles  conduisent  les 
règles  du  paragraphe  17,  etc. 

De  même,  une  transformation  A|/|  efï'ecluée  sur 

(il 3)  f{z)  —  a^-^  a^z  -^  a.iZ'-\-. .  . 

élablil  généralement  une  relation  entre  les  a,i  et  les  coefficients  M^^ 
de  la  Iransformée  (i  \':i).  Cette  relalion,  {\\\e  nous  désignerons  svm- 
l>oh(juement  par 

|)eut  être  exprimée  en  lermes  finis,  foiirnissaul  a,i  explicitement 
ou  iiuj)lieiteuîent  en  fonction  <le  n  et  des  M„,  ou  l)ien  une  relation 
de  récui-reuce,  dcHei-minant  ctn  à  laide  de  /?,  des  M,/  et  d'une  suit<' 
de  coeflicients  pr(''C(''deuls,  ci,i-\^  dn-^i Ainsi,  la  transformation 

A  [/  j  =  A/(l>  ;;)  (A  el  B  constanls) 

établit  la  l'clat  lou  liiK'aire 

AB"«,,  —  M;,  =  o: 
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la  Iransfoimalioii 

dt 


■       «^0 


se  tradiiil  par  la  rclalioii  (juadral  npic 

al  —  ^\n'^  o; 
la  Iransloinuillou 

culraîiK!  la  rclalioii  de  rcciineucc 

(  /i  -r-  I  )  (  /i  +  '2  )  a,i+2  -+-  <^//  —  iM  «  =  o . 

Il  oxislr,  (railleurs,  des  Iransforinal ions  \\J  |  exceptionnelles, 
lesquelles,  aj)|)li(|iiées  à  une  loiiclioii  arhilraiic  /  (  c  ),  nenlvdinent 
(iiicune  relation  entre  f  et  W  en  ee  sens  (|ii('  la  liansloinK'c  V^z) 
est  indépendanic  de  la  fonetion  fiz)  à  hupiellr  la  I  ransforinal  khi 
aura  été  a])pliqure.  (  )n  sail,  pai' exemple,  (pi  d  cxisle  des  inl(''i;ral<'^ 
(h'Unies  de  la  (orme 

r'' 

(il  5)  /      m"  dt 

^  (i 

(u  el  r  ('lanl  des  tondions  d(Merniin<''es  de  /),  nullo  pour  l«'>> 
valeurs  entuM-cs  poMlixes  de  // .  "Jelle  serait  I  inh'^ralr  Mi;nal(''c  p;ir 
Caueln  (  '  ) 


oc 

Lja-Uy'^'        (./>o,  c>o), 

nulle  pour  /i  =:  i  ,  •>.,  3,  .  .  .,  ainsi  cpie  les  inl(''<;rales  de  eclh'  csprcr 
sli;nal(''es  par  Siielijes  (-),  parmi  les(pielles  rinK'^ralc 

/      /'"'+•  e-f  ces/  dt. 
La  transforma  lion 


(*)  Œtnres,  2-  série,  t.  VII,  p.  i8:>. 

(^)   Correspondances  avec  Iferniile,  lettres  328  el  3SÔ  (Paris,  Gaulliier-Villars). 
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où  u,^\((,h  son!  les  «'•li'inciils  (rime  |»;ii(ill('  i  iil  <uii«l<"  (if:))  et 
//, .  r, ,  r/,  />  les  rh'mcMl^  (lune  iiih-^iidc  (  i  i ')  )  ;i\;iiil  pour  vjiicur 
un  nom  hic  cnlicr  A,/-  «'iiL^cndic  hi  ronchon  (l(  linic  |)iii  lii  svvw,  i]A„s" 
n";i\;Mil  iiuciin  liippoil  iiNcc  la  lonclion  /(  ::  )  (jiii  ii<-  laisse  aucune 
liacc  snccif'Kjuc  dans  la  I  ians(ornir<'  (I:.). 


TROISIEME]  PARTIE. 

SPECTRES  DES  FONCTIONS  D'UNE  VAHIAHLE. 


I.  —  Spectres  d'une  fonction. 

!22.  ]a\  [)()ssil)illlr  (rélahlir  une  ('()rres[)on(lauro  dc-liinc  ciihc 
iiuo  toiiclioii  /iz)  <'l  Mlle  siiil«'  (le  iioiiibrcs  entiers  condiiil  hici» 
naliirellenieiU  à  la  nolioii  de  spectres  des  Jonclunis. 

Elanl  doniH'es  une  loiicl  ion  y*  3  )  el  mie  IraiiNtoinialion  A|/| 
eoni|)ahl)le  avec  elle,  nous  désioiicrons  eoinine  spectre  de  j[Z) 
rattaclié  à  cette  trdnsjormation  un  speelre  ([neieonciue  de  la 
suite  de  nonil)res  entiers  M/;  avec  lescjuejs  f(  z)  s<'  Iroiixe  en  eoi- 
respondanee  établie  [)ar  A|y|  eonsiderc 

De  cette  déllnition  résulte  direclenienl  la  renie  suiNanle  : 

Ri-:GLE.  —  On  forinerd  la  génératrice  ^^z)  du  spectre,  et  le 
spectre  S  =  (I>(  i  )  lai-niéin  '  (T une  Jonction  f  donnée^  pour  un 
1\  t  ^^donné^  diaprés  les  règles  du  paragraplie  o,  à  la  condi- 
tion d\y  substituer  à  la  caracléiistique  spectrale  principale  la 
série  (E), 

en  laquelle  J\z)  se  trouve  transformée  par  ^\f\ 

La  valeur  nuinc'iKjue  S  tournissanl  le  spectre  sOhiienI  ^ciK'r;;- 
lement  comme  \aleur  d Une  inté^iale  délinie.  >imple  ou  niidlipic. 
et  dans  certains  cas  même  sous  loinie  evphcile  en  leiincs  liins. 
comme  \\  a  été  indiqué  dans  les  paia<;raplies  o  et  7. 

Rappelons  \c  rôle,  indi([ue  dansées  parai;i'a[)lies,  (pie  p)ucnl  lt'> 
fonctions  entières  In  pert  lanscendanles 

W  5 
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cl,  <'!)  |)iii'li('(ili<'i%  la  lonclioii  aiixiliniic  (-lli|)l  i(|ii(> 

//  :=  00 
n  r-  0 

dans  la  formai îoii  de  <;r)H''ralrices  spocl raies  cl  de  speclrcs  jxmi- 
un  ryllinic  spcchal  a  ni  for  même  nt  cirer  1ère  quelconque.  Ra[)[)<'- 
lons  aussi  le  f'all  (juc,  (Taprès  ce  (jul  pii'crdc,  loulc  roncllon  fi  z  ) 
admet  des  speclres  à  r>lhme  unilormémeul  aecéléré  ainsi  (ju  an\ 
i>lhmes  à  aecéléralion  croissante. 

Premier  exempte.  —  La  "énératiice  du  speciie  de  la  fonction 

corres|)ondanl  à 

et  ayant  le  rythme  uniforme  7^/,==  i,  est 


le  spectre  sera 


^  0 

.Ti=    =0,ÎJJ3J... 

I  I 


Deuxième  exemple.  —  La  génératrice  du  spcclre  de  e^,  corres- 
pondant à 

et  ayanl  le  r>lhme  nniforme  Aa=  i?  <'"5' 

le  s|)eclr(;  sera 


=  /■ 


S  =    /      e-"'9<  di  =  \  ,i\\\\  .  .. 


Troisième  exemple.  —  Pour  la  fonclion 

/(5)  =  i7log(i  —  zi) 
et 

\\f]  =  zif'{-zi), 
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le  spcch'c  à  l'NlImic  iiiiiloniic  lii^=z  a  a  poiii'  i;('iH''ial  ii('e 


^*(^)=TT^ 


100  —  Z 
cl  [xtiir  \  alciii-  ininK'iKnio 

17 
Ï5  =  —  =  0, 17070707.  .  . . 
99 

Quatrième  exemple.        La  loïKiioii 

/(  3  )  =  «0  H- «  1  ^ -t- «'<2 -- -+- .  •  • 
à  coetliclcnls  cin  drlinis  j)ar  la  loi  de  iM-ciinciic*' 

{il  -+-  1)  (/i  +  2)a„-^-2-l-  Xa,t—  iVI,j=  0 

(A  =  ('()iisI.,  AJ„=('iili('r  (ixc  ou  \arlal)l('  ascc  //  )   adnicl   la   I  laiis- 
rorinallou 

(•>9)  A[/]=/"(^)  +  X/(3). 

\a'    spectre   correspondaiiL  de  f{z-)   sei-a    roiiini    pai'   riiiic   des 
\aleiirs  numéricjiies  sui\ ailles  : 

<i.    Le  speeli'e  à  l'NlIime  iinitorine  //7i=:  h  |)ai' 

S  =  F(io-/0, 

où  F(  :;  )  dési«;iie  le  second  membre  de  (  i  i()V, 

h.   I^e    speclre    à   rythme    uniformément    aecch'r»''   hi^^iz  h  -\-  ck 
i)ai' 


S=—   /       F(pc'Ox(  Vr^' 


on  ' /  (  c  )  désigne  une  li'anscendanle  (117)  cl  p  une  conslanle  arbi- 
Iraire  d(!  modide  plus  pelil  f[ue  le  rayon  d  li(domorj)l4ic  d<'  J'i  :■) 
autour  de  ^  ir=  o.  Dans  \v  cas  des  M,^  réels  cl  positifs,  la  Iransccn- 
daiiU' y  csl  à  remplacer  par  (  1  i  8  ). 

Cinquième   exemph^.  Pour  les   ronchons   dclinlcs    par  les 

séries  e\ponenh(dles 

f{z)  =  Ao-+-  .\,e3cr_._  As^'-^^-v.  .  . , 
où  les  A,j  sont  des  entiers  positifs,  cl  pour  la  I  ran>lorinal  ion  luiani- 
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(cslcmcnl   comi);!!  ihir  user  hi  siiilc  des     \„  ) 

(le  l()<;arltlim<'  ('laiil  à  hase   k»),  !<'  spccirc  à  r\ilimc  iiiiiroiiitciiHiil 
a('('(''l(''r<''  /i/,=  h  -\- c/>  sera  la  valeur  niim(''ri(|ii('  de; 

(120)  S  =  «p 
où  ci5(^)  désigne  la  roiiclioii 

(121)  9(5;  =  \    A,,^"'^"^'-,  q  =  ]()    .■■^. 

J^orsqiie  le  nom])rc  de  cliiflVes  de  A,^  ne  surpasse  pas  iin  entier 
fini  et  fixe  /,  la  fonetionyic)  admet  des  spectres  à  iNlImic  uni- 
foi'ine  ///,=  A  1!  /  et  un  tel  spectre  est  fonrni  par  la  \aleur  iunn(''- 
ri(pie  de 

(112)  S=/[-^j. 

Il  est,  d  adJeurs,  p()ssil)le  d'exprimer  aussi  le  spectre  (r-^io)  à 
l'aide  de  J  (z).  sous  la  forme  d'une  intégrale  définie,  comme  dans 
le  cas  de  séries  de  puissances. 

123.  Comme  d  a  de  indiqué  au  paragraplie  19,  il  est  toup)urs 
p()ssil)le  (et  de  diverses  manières)  de  représenter  une  fonction 
analvtKpie  /  (  z)  au  voisinage  d'un  de  ses  ])Oints  ordinaires,  et  a\ee 
une  approximation  Noulue,  par  une  fonction  (E). 

?S'()us  désignerons  comme  spectre  approché  de  f(  z)  dan>  un 
cercle  C,  dans  lequel  la  fonction  reste  liolomorplie,  le  sj)ectre 
(lune  quelconque  des  fonctions  (E)  représentant  approximali- 
\<'ment  fiz)  dans  C.  I  u/i  spectre  approcJié  se  icittavhe  le 
nombre  z  indiquant  le  degré  d^appro.rimation.  c'est-à-dire  tel 
que  la  différence  de  J  iz)  et  de  (E)  soit  plus  petit  que  £  clans  le 
cercle  (^. 

\insi,  la  fonction  /(C)  ('tant  (h'finie  au  \(Hsinage  de  son  [)oinl 
ordinaire  c  z=  a  par  le  <l(''\  el(>p|)ement 


sim:(:tiu:s  dks  fonctions  d'im;  vahiviilk.  0<) 

<'l  ).  ('hnil  un  iioinhrc  posilil  (loinic,  prenons  poni'  M,,  Icnlicr 
(U)ni[)()S(''  (le  la  partie  <'jilièi'e  cl  de  g  pi<'inière>  deeiniale»  «lu 
n()nil)r<'  a„L" .  ()n  eonsldc'reia  coniMie  un  speelre  approelie  de 
f  {  Z)  dans  h'  eei'cle  (  1^  (  a\  ani  c  =  a  e(unnie  eeni  re  el  le  ra\  on  plu> 
pelil  (pie  celui  du  < cim  le  d  lioloniorpliie  de  /  aiilou  r  de  r  =:=  a  )  le 
specli'e  de  la  siiile  d  Cnllers  M/^,  el  son  de^re  d  appro\nnal  ion  sera 
le  nondji'c  z  é<;al  à  la  plus  <>ran(lo  \jdeur  cpie  pi'<'nd  I  expression 


I  a  +  X  —  3  I 


pour  les   points   ::  compris   à    I  inlerieur  du  cercle  C^  (  luxr  ^    li)). 
Va\  dispo>anl  de  i^\  on  peu!  rendre  3  aussi   pelil  (pTon  \eul. 

\(tusa\ons  indupu'  au  uKMne  para<;raplie  ([u  une  (onction  ana- 
Uticpie  /(3)  se  laisse  re|)iésenter  au  Noisinaj^c;  d  un  point  ordi- 
naire c  n=  7.  a\ec  une  ap|)ro\iinat  ion  \ouluo  (et  cela  d  une  inlinit*' 
de  manières),  parle  (juolient  d  un  ])ol\  nome  (  h.  )  et  d  un  noml)r<' 
<'nlier  \,  de  sorte  cpie,  dans  un  cercde  doniK'  (1^,  dans  !e(piel  celte 
repiM'sentalion  est  laite,  on  ait 

î  ('tant  un  nomhre  d(Hin(''  à  l'avance. 

Le  spectre  des  eoeKicienIs  {\\\  polynôme  (  1^  )  à  un  r\tlime  (pi(d- 
coiupie  est  aussi  ;i  eonsid(''rer  comme  un  speetic  aj)j)iM)(lie  de 
/'(  r  )  dans  le  cerclie  i\^^  à  la  condition  de  lui  adpundre  rentier  N 
(pu  le  compl(''te  pour  la  déterniinalion  du  poKiiome  correspon- 
dant 


(1^:) 


I  lonle  I onciioii  analytique  f  {z),  et  pour  un  cercle  donné  C^-^, 
on  peut  ainsi  faire  correspondre  V ensemble  d\in  spectre  limilé 
et  d'un  nombre  entier,  (jui  contient  tous  les  éléments  pour  la 
détermination  de  la  f  onction  dans  C^^  avec  une  approximation 
donnée  à  r avance . 


!2i.  l)'aj)iM''s  cv  (jui  se  Ironxc  indi(pi(''  au  pai'a<;raplie  J(S.  eu 
prenant  poni"  W„  la  partie  entière  du  nomhre  a,i'/.^.  la  fonction  (E) 
a\ant  les  M^^  comme  coelficienis  d(''termine  complètement  les 
singularités  de  /  {  z  )  comprises  dans  un  cercle  (l-^  :  c(dles-ci  ne 
sont   autres  (pie   les  sin^ularih's   nn^'ines  de   (  I'.  )  comprises  dans   l(^ 


7<>  tuchsikmi:  I'AUTIi;. 

mrinc  (M'icIc  (Î^.  1^1  comiiic  <('llc  loinlioii  (  1.  i  se  Ijiissc  (Irlinir  piir 
Il  11  spccl  l'c  comph'-h'  piti-  iiii  en  sein  hic  (  I  )  )  de  (Ioiiik'cs  (|ii;iIiI;iI  i\  es 
(modr  (le  sc^incn  l;il  ion  du  spcclic  cl  les  mj^mcs  }i  iilliihiicr-  ;hi\ 
S('i;in('nls  ).  on  ;i  le  l'csnlhil  siii\;inl  : 

y/  louie.  Jonclion  analytique  /\z)  et  poui-  un  cercle  donné  ^^y. 
on  peut  faire  correspondre  un  spectre,  lequel^  avec  l'adjonction 
d^u/i  ensemble  de  données  qualitatives  (D),  contient  tous  les 
éléments  pour  la  détermination  des  singularités  de  J  (z) 
dans  Col- 

Les  siiiiiularilrs  se  li'oiivenl  ainsi  rrsuiiircs,  condensées  (à 
données  ï)  près)  en  i\n  seul  nombre  qui,  pour  relie  raison,  peiil 
être  considéré  comme  spectre  des  singularités  de  J  (  z  )  dans  le 
cercle  C^. 

On  aiirail,  d'une  manière  analojj;ue,  u/i  spectre  rattaché  aux 
zéros  de  f{  z  )  compris  dans  un  cercle  de  C^,  dans  lequel  f(z)  esl 
méromorphe,  en  substiluanl,  dans  ce  qui  précède,  aux  a;j  les  coef- 
ficients \,i  de  la  fond  ion  -^. — -  s'exi)rimanl  à  l'aide  des  a,i  par  la 

formule  du  para<;i'a|die  18. 

On  au  l'ail  de  même  des  speclres  ratlacliés  aux  racines  de  1  équa- 
tion f{z  )  —  a  =z  {)  (  a  =  constante  donnée),  ainsi  que  de  l'équa- 
tion/'(^)=o,  ou  bien  /'(:?)  =  o,  etc.,  en  remplaçant,  dans  ce 
qui  précède,  les  an  par  des  combinaisons  appropriées  des  an  et 
de  n . 

II.  —  Fonction  correspondant  à  un  spectre  donné. 

25.  Une  fond  ion  y  (c)  admet  une  infinih'  de  spectres  variant, 
d'une  part  avec  la  transformation  A[yj  par  lac[uelle  est  établie  la 
correspondance  entre  /(  :?)  et  la  suite  d'entiers  M/,,  et  d'antre  part 
avec  le  rvtlimc  sui\anl  lequel  le  spectre  des  M/f,  représentant 
celui  de  /  (  z),  aura  élé  formé. 

Mais  pour  une  transformation  A[/]  et  un  rythme  spectral 
déterminés,  la  fonction  n'admet  qu^un  seul  spectre. 

Réciproquement,  un  nombre  donné  S  peut  coïncider  avec  des 
spectres  d'une  infinité  de  fonctions  f{z)  suivant  :  r*  le  rvilinie 
spectral  cpi'on  lui  allribue;   2.°  le   mode  de  correspondance  entre 
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les  entiers  M/,  formaiil  les  eaiineliir-es  (1111»  Ici  >|)('elrc  cl  \;\  loiic- 
lioii  y,  ce  ni()(l<;  variaiU  à  rinliiil  siiixaiil  le  A|/|  par  le(|iH'l  la 
e()rres])()n(lanee  es!  rlahlle;  >"  les  sl<;iies  i,,  (jii'oii  allrilmei-a  aii\ 
parties  réelles  et  aux  eoellicieiils  de  i  des  parties  imaginaires  des 
W,i  avant  de  le  (aire  li«;iirei'  ((Hnine  série  (  Im,  la(pielle,  à  laidc' 
du  A|yj  aj)|)li(pié,  délerniinera  la  lonet ion  y'(  3  ). 

Mais  pour  un  rythme  spectral  li/,,  un  A|  /  |  et  un  cnsenilfle  de 
signes  <7„  déterminés^  un  nombre  S  caractérise  comme  spectre 
généralement  une  seule  fonction  J'{z).  Il  ne  petii  \  a\<»ir  de 
1  anihi*^uïté  ou  de  rindcleriiiiiialion  pailielle  (pic  dans  les  cas  on 
la  relation  ent  re  /  (  ::  )  cl  les  M/,,  à  la(|ii(d!<'  condu  II  le  A  |  /  |  applicpu- 
i^voii'^  21),  ne  détermine  pas  eomplètemcnl  J  (  z- )  à  laide  des  M/, 
(par  exemple,  lors(pic  les  an  sont  lournis  comme  racines  d  une 
é(|uation  non  linéaire,  ou  [)ar  uik'  relation  de  récurrence  laissanl 
indéterminés  nn  certain  nond)rc  des  premiers  coelïicients  a„  ). 

J^a  donnée  .'^"  se  trouve  impli(|uée  dans  la  tonne  de  A|y*|;  les 
données  i°  et  3'^  sont  fournies  par  Fensemhle  (1))  de  données 
qualitatives  servant  à  former  la  caraetérislicpic  (pialitativc  (\u 
spectre  de  la  suite  M/;  en<;en(lrée  par  A|  /  |. 

La  rè^le  [)Our  la  d<''lerminalion  effective  de  la  foncl  ion  /  (  -:  ) 
correspondant  à  un  noinhi-c  donné  S  comme  specire  cl  un 
ensemble  donné  (D)  résulte  de  celles  du  parai;i'aplie  l!2  cl  esl  la 
suivante  : 

On  |)artagera  le  nond)re  S  en  tranches  successives,  d'après  le 
rvtlime  spec'tral  li/,  fourni  par  (  D),  et  (^es  tranches  mcllronl  en 
évidence  des  cannelures  spectrales  snccessi\es  con\enanl  an  pro- 
blème. A  chacun  des  <Mili<'rs  N/;  formant  ces  cannelures,  on  lalla- 
(diera  celni  des  facleurs   0/,  =  i  .  i.    /,  /   (pu    Ini    correspond 

d'après  les  indications  de  (  D)  cl  Ton  formera  la  loncliim 

(1-24)  F(G)  =  OoNo+0,\,C-+-e2No32-|-.... 

La  jonction  clicrchée  /{  z)  est  déterminée  comme  celle  dont 
la  transformée  par  A[/']  est  V(z).  Dans  le  ])aragraphe  ^l  se 
trouvent  indiquées  les  formes  sariées  cpic  pcuxenl  allecler  les 
relations  entre  /"  et  F  aux([uelles  se  ramène  le  problème  d  uin- 
telle  détermination  de  /. 

Premier   exemple.    —   (hielle  esl   la  fonction  Jiz)   à   coeili 


^,^  tiu)isiî;mk  l'AirriK. 

///,z=  •>,    loiinn    |);ir 

(.'20  Ai/i=  f\-'f(zt)cn, 


es!   le  Momhrc  — ? 
I  I 


L.s  iramlu-s  s,,(.l  .airs  <lr  S  =  ^  =  o,(i:^6:3():^ .  •  •  <  s.ui'  la  ,.ro- 
inlriT)  pivsonlcnl  hxilcs  les  nu'iiu  s  caunclMic^  (i.i  ri  Ton  a  Oa  =  i  ; 
4)ar  siiilc,  oïl  a 

El  comnic  le  A  |  /  |  (  i  ^.\)  a|)i)H(lu<''  à  une  tond  ion  ./U- )  a>l>il ''«"ï'^' 

('•lablil  la  rclaliou 

nia"—  M„  =  o, 

la  seule  loiielioii  /{z)  sall^faisanl  aux  eondlllons  du  problème  est 

Deuxième  exemple.  Quelle  esl  la  fouclion  f{z)  à  coeffi- 
xMenls  rt,,  réels,  alternatlNement  positifs  el  né-atifs,  dont  le 
speetre  à  rvtiime  uniforme  ///,=  i.  fourni  par 

A[/]  =  z^  ^     e-tt-ifizt)dl, 

csi  le  nomln-e  -? 

T..S  iranelies  speelrales  de  S  =  i  =  o,  3333 .  .  .  (  sanf  la  pre- 
mière) onl  les  mêmes  eannelures  3  el  Ton  a  Bo/,  =^  i .  ^2/1+1  —  —  i  ; 
on  a  (loin- 

^  1-1-3 

,.,^  ,,,,  I,  niè.ne   raison  (p.e  dans  l'exemple  préeedenl,  la  fonction 
lie  sauiall  dlIVèrer  de 

Troisième  exemple.    ^      Delermlner  la  fonelion  y\.^)  dont  le 
>pc(lic  à  iNllnne  uinf(UMne  Aa='>7  fourni  par 

Al/J=/"(2)  +  X/(2)         (X  =  const.) 


hpkctuks  dks  fonctions  d  ink   \AUiAin,i;.  7  > 

I  ranslorinanl   f   en    scnc    (K)    à    cocllicicnls    rccU    posiiil^..    csi    \v 

nombre  ...... 

:»iJooo 

La  prcniK'i'c  Iranclic  spccl  lalc  de 

S  =  ..^''^"     =  o,oi-'3i83i8:ii8... 

OJJOOO 

prrsciilc  la  ('ainicliirc  >,-.  cl  (oiilcs  les  aiilro  lianclio  les  caniic- 
I lires  .5 1  (S,  a\  ce  0/,^^  1  .  La  lonci  1011  csl  donc  !  iiil(''i;i'al('  «^cncraîc  de 
léc^iial  KHI  Imcaiic  du  second  ordre 

(i- y       .  ')~  z  -t-  >>()  I  ^^ 

!2().  La  loiielioii  T  (  3  ),  h-.insroiiiK'e  de  /(3)  par  le  A[/  |.  (ianl 
nue  fonehou  (h.),  les  i'euiar([ues  sui\aules  pciiNcul  |)r<''s(']il('r  de 
linlerèl  : 

1°  Une  (oueliou  (I'')  doul  le  s|)eeh'<',  à  u'iuipoile  ([uel  islliuie, 
esl  uu  u()ud)i'e  enliei',  se  icduil  à  une  e(»u>laule:  loiscjuc  le 
spectre  nacjuuu  n()ud)re  îiunlc'  de  (l(''enuales,  la  loueliou  e^l  uu 
pohnonie  en  r. 

Fel  est,  |)ar  e\eui|)l('.  le  cas  de  loule  (onelion  (  I'.  )  deuil  uu  s|)e(ii'<' 
s'expnuie  e(uuuie  une  Iraeliou  ordiuaiic  iri'éduel  il)le  donl  le  deuo- 
unnaleui'  in*  eonlM-nl  \\\\>  d  aulres  laeleurs  preniiers  C[ue  :>.  et  .). 
Oans  le  eas  de  l'NlInne  uuilonne  ///,=:  h.  en  dési<;nanl  par  i)i  le 
|)lus  l'oii  exposaul  des  laeleuivs   >.  el  .')  eulraul  dan>  le  dénonilnah'ur 

de  la  liaehou.  le  dci-re  du   |)(d\u<>UH'  (  1^  )  sera  e^al  à  -7- j  ou    l)ien  à 

la  parhe  eullèrede  1 -h  y- »  sui\aul  (pie  m  esl  di\i^il>'e  par  //  ou 
uou. 

'-»"  l  ne  iouelion  (  1^  )  à  eoeffieieuls  iM'els  posilil^.  doni  le  speelre 
avant  un  r\lliiue  uuilorme  sCxpriuie  eoiniue  une  Iraelion  (U'di- 
naire  irre'diiel  iMe  doul  le  (h'-uoinlnateur  eoulieul  d  aulre>  laeleurs 
preuiK'is  (pie  •>  el  .'),  csl  le  cpiolienl  i\v  deux  pohnouies  IN  ri 
(i  (^(c),  le  [)reinier  elaul  à  eoenieieiils  uoiulno  eiihers,  el  le 
second  a^anl   poni" /.('los  les  raeino  de  I  iiuile,  a\ee  (^)(o)  =  1. 

Le  fait  esl  la  eons('(pieuee  de  la  propo>ilion  de  M.  Falou  eilee 
au  parai;raplie  ^20. 

3"   Lne  l(Uieliou  (  I'.  >  à  eoeltieleuls  im'cIs  posilils.  donI  le  spccirr 


7î         tiu)isii;mi:  i'.vutie.  —  spkctius  dks  roxcnoNs  d  im:  \.\hi aui-k. 

ii\anl  III)  iniIiiih'  iiinloniH-  csl  un  noinhrc  iiicoin  iiu-iisu  niMc,  est 
imc  l<m<li()ii  iiNiinl  (hiiis  le  (('iclc  de  ijinoii  i  (  de  (wnlrc  z  =  o)  ou 
sur  ce  cci'clc,  d'aiilrcs  .sin^iilarih'.s  (jiic  les  pôles. 

Le  lail  csl  la  <()!is(''(|ii('ii(('  du  llH'oirnic  de  M.  Bord  cih-  an 
para^iaplic  "^O. 

iMifili,  à  I  ('i; a  1(1  de  <(•  (|ui  a  ('|(''  dil  aux  para^iaplics  ^!J  cl  2i, 
nous  a|()iilcr()ns  les  rcniarciiics  siii\anlcs  : 

i"  Un  spectre  appro(li('\  an  sens  du  paragraphe  !23,  jh'  déler- 
mine  Ja  fond  Ion  /(  c  )  (pTà  une  l'onelionoïc)  j)i'ès,  doni  le  module 
dans  le  eei(  le  (\^  iw  sni'[)asse  pas  une  (|iianlih''  t  donnée  à  laNanee 
rallaeliée  an  speelre  el  à  dy^; 

'2°  Un  spectre  ch^s  singularilés,  au  sens  du  parat;raj)Jie  2i,  n<' 
détermine /(c  )  qu'à  une  fond  ion  o{z)  près  n'ayant  pas  des  singu- 
larités dans  Ca  ; 

3"  \Ji\  spectie  des  zéros,  rattacdié  à  une  fonction  entière  d'un 
*>enre  donné,  détermine  cette  fonction  à  un  facteur  près  de  la 
forme  r^^'',  où  (j(  z)  est  une  fonction  entière  de  z. 


OUATlilEME   PARTIE. 

LA  MÉTHODE  SPECTRALE. 


I.       Principe  de  la  méthode. 

27.  Los  spectres  numériques  pcuNciil  joiirr  un  i(M('  iiillr 
('(Hiinic  iiisIruMKMil  (le  calciiL  Ils  (M)ii(lmsriil  à  un  pioci-dc  paili- 
ciilicr  (le  j-alcul  mim('n(|ii('  (jur  Ion  priil  iKinimcr  inocédé 
spectral,  à  cause  (!(•>  analogies  lra|)[)aiil('s  (jii  i!  prcscivlc  aNcc 
celui  (le  l'analyse  s[)eeli'ale  en  Chimie. 

Cjaleiilcr  une  \aleiir  nuniéri([ue,  ou  une  suite  limih'e  ou  illimih'e 

(le   \aleuis   nuni(''ri(|ues  «o,  rt,,  rto ou  Lien    une   parlie   dc'ler- 

niinée  (l<'  eliifïres  eoniposaiil  lune  de  ces  \aleuis,  par  un  pioiM'de 
spectral,  (^'est  déterminer  ces  inconnues  à  Vaide  d^un  spectre 
numérique  S  convenablement  rattaché  à  la  suite  des  a/,. 

('eci  peul  se  laire  de  deux  manières  diUV'i'enles  : 

i"  Ou  peut  calculer  une  inconnue  ou  une  parlie  (hiermim-e  de 
(  liillres  composani  la  \aleur  nuim'riciuc  d  iim'  inconnue,  comme 
speclre  S  d'une  ronclion  connue  (fourni  par  unA|/|  connu  cl 
ayani  un  r\llime  spcciral  connu),  ou  hien  par  un  >e»^inenl  delei- 
ininé  du  s|)eclre  S.  (mi  hien  comme  une  comhinaison  connue 
de  S. 

Ainsi,  la  valeur  numéricpie  i,oi*^  s'ohiieni  comme  speclr<'  de 
la  fonction  (  i -|-  zY'  à  r>llime  uniforme  ///,-^  c.  (pu  e>l 

S  =  1 ,  06 1  j'jto  I  J060 1  ; 
la  valeni'  de  rint<''i;rale  didinie 


(126)  C    0(4cos2O^// 


7'»  (^lATIUKMK    l'AllllK. 

«h'i  0(3)  csl   In  I  riiiisccndimlc 


n=  90 


//  —  0  * 

sohlicnl  comiuc   pi'odinl    pnr'dii    spcclrc    S    à    iniIiiiic    iiiiiroriiK'- 
r.iciil  iKMM'Icic  ///.        /   (le  la  ronclion 


n  ^  Kl 

'  •}.  Il 


»  1=0 

(|ui  csl 

s   =  O  ,  lO-lOoGoO-^.OOOOJOOCOV.  V200()()().>.4  ...    (  ^  ). 

'^"  ()ii  |)('ul  caJciilci'  une  suite  limitée  on  iMimilee  d  inconiuics 
«(),  ((i,  n^.  ...,  ou  l)ieH  ime  uieoumie  r//,  laisanl  partie  de  la  suite, 
ou  l)ien  ui>  ou  ])lusieuis  elnfrres  e()iii|)osaiil  c//,,  à  J  aide  de  eaniie- 
lures  ou  de  raies  d'un  spectre  S. 

Ainsi,  le  nombre  de  di\iseurs  dun  entier  \anal)le  /,  se  ealeii- 
lerail     comme     /"•"'^     cannelure     dun     spectre     de     la     série     de 

l.amhert    (-);    !e  <l<'uxième  (InfïVe  du   nombre   f  "    |   est   fourni   par 

la  deuMème  raie  de  la  (piatrièuie  cannelure  (hi  spectre  S  de  la 
b)nction  (  i  -|- -:  )"  à  rvthnn^  unibn-me  A/,=   >.  <[iii  est 

S  =  I  ,oo9()3()()84  I  >(jrj'.Go8  îo^^J^Jf'f)"^!  ; 

la  probabilité  pour  (pie,  sur  lo  épreuNCs,  b's  deu\  événements  A 
et    B    avant     pour    prol)al)ililés     res|)ecti\es    -   et     -,    A    se     i^ro- 

II  '  3  >  ' 

(luise  lo  /  lois  et  B  /  lois,  s'obtient  en  disisant  la  /,"■"'  canne- 
lure du  spectre  de  la  fonction  (  2 -h  :?  )'^  3'^,  à  rythme 
uniforme  /(/,=  .^,  par  le  nombre  iixe  3'". 

Celle  dernière  manière  de  déterminai  ion  des  invonnurs 
s'applique  chaque  fois  que  celles-ci  se  trouvent  en  correspon- 
dance définie  avec  une  fonction  {\\)  et  se  résume  en  la  rè<;le 
sui\  ante  : 

Si    l'on    partage    !e   spectre   S  de  la  fonction  (  1'.  )  à  rvllime  A/,  en 


(')   Voir  le  Uoisièmc  e\cm[)Ic  du  puii!gra|)lic  6, 
( '-' )   Voir  le  paragraplie  iîO. 
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I  riinclics  ('(m^i'-ciil  i\  es.  la  prcmiric  ('hinl  ('()iiij)()si''('  de  A  ,  incmiri'cs 
(h'cimalcs  de  S,  la  deux  iriiic  «le  h 2.  di-cimalcs  >^ll  i\  aiil('->.  clc. 
I  Ciillcr  M,/  (  Ji  -  I  ,  •>.,.),  .  .  .  )  la  Isa  11  I  pari  ic  (le  la  miiIc  M  „,  M  , .  \|  _,.  . . . 
(riiicoinuics  aii\iliair<'s  cnliôrcs,  sera  loiiiin  cimimc  groupe  de 
(înllrcs  si<;ni(i('al  ir>  de  la  //"'""'  iraiK  lie,  cl  M„  ((niHidci  a  a\rc  la 
pai'lH"  <'iill«"'i('  de  S  (  ahsliad  ion  lailc  i\v-^  signes  des  parlK's  ir-cllcs 
cl  I  inai;iiiaii'cs  (\v-^  M//)-  Auli'cmciil  dil  :  M/,  coiiicidcra  avec 
la  //"'"''  caiiiK'liiiM'  du  >|)cclrc  S  cl  son  /,"'""  cliillic  a\cc  la  raie 
coiTcspondanlc  {\v  celle  cannelure.  ï^es  M,,  (Manl  aiiiM  (h'IcrmiiK's. 
les  inconnues  <^//,  le  seront  à  I  aid<'  de  la  rclalion  1>(^/,,.  M,,)  o 
(cxplicilc  on  de  iccii  1  renée  ),  ('lahlissanl  la  con<'s|)ondance  enli'<' 
l<vs  a„  v\  les  M„  loiirnis  par  le  spccli'c.  après  a\oir  allecle  cliacim 
des  \\„  des  si<;nes  i,,  (pu  doiNcnl  hii  C'\vv  ralla(di(''s  d  après  les 
condil  ions  du  prohiènie. 

Lue  \alenr  su ffisainnien l  appj'och'C  du  noinhre  S  lomnil, 
(laprès  la  rè<;le  du  para<;i'aplie  J^,  les  valeurs  c. rades  d  aiilanl 
d  inconnues  cin  (juc  Ton  veul  :  la  délcrniinalion  de  //  -f-  1  prcinicis 
entiers  M,,,  AI,,  M.j,  ...  n('xi<;('  (mic  la  connaissance  dune  \a!eur 
approclK'c  de  S  a\  ce  // 1  -|-  /r,-j-  .  .  .  -\-  h  „  di' ci  m  a  les  exact  es.  et  l'on 
aura  alcu's  les  a„  cori'cspondanls  à  i  aide  de  la  relation 

iU(i„,  AJ,.,)  =  o. 

\insi.  pour  la  d(''l  Clin  mal  !on  <'\acle  des  m  cou  nu  es  ('/,.,<'/,.  r/j a  ^.^ 

il  suflil  (le  connaître  une  \aleiir  appi^oclu-c  d;'  S  a\ec  j)h  preniières 
dc'cimales  exactes,  dans  le  cas  où  le  l•^lllllle  spectral  est    le  l'.lliir.c 

uiiifonnc    Ii'^z--h,    cl     a\ec    pli  A-- — - — — -  c     preniièr<'s     deciiiiales 

exactes  dans  le  cas  de  r\lliiiie  umloriiK'nient  accelcr»'  A/,  _ - // -|-c/ . 


28.  La  UK'lhor/e  speelralc  consiste,  coniine  on  le  voit, 
à  ellsperser  en  un  speelre  u unu'rirjue  les  inconnues  primiti\es 
ou  auxiliaires  d  un  prohième,  conime  lanaUsciii'  disperse,  en 
ana!\se  spectrale,  un  laisceaii  de  ra\on  lumineux  en  un  spectre 
luniineux.  f.cs  inconnues  se  trouNcnt  dans  le  sjx'cli'c  iiuinerKpie, 
ratta(du''  au  prohiènie.  dispcrsc'cs,  séparées  et  (leteriiiin(''es  coinnie 
cannelures  cl  raies  spectrales  d'une  nianière  analogue  à  c(d!e  pai" 
la(jue!!e  les  ('lenienls  inconnus  d  un(>  sulistance  (dmiiupie  sont 
déterniiinVs     en     anahsc     spectrale.     \a\    caractt'nsl  upie    spceii;»!»' 
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pniH'ipiilc  (lii  |);ii';i;;i'ii|)li<'  Vi  \  |(>(i('  un  r()l('  iiii;il()i;ii(-  ;i  (-clin  H^ 
liiiscciMi  liinnnciix  ('inis  |»;ir  lu  siihsijmcc  ;i  ;m;il\s('i':  lit  l^cik  r;il  ne*- 
sjx'cl  raie  |()ii('  un  \n\('  analoj^iir  à  (('lui  du  |)iism<'  aiialx^fiir. 

L()rN(jii('  les  iMcoiUHics  piiiniliN  es  soiil  des  iioiiihrcs  rntiei'S^ 
Iciii'  <'(HM|)I('\('  se  li'oinc  dirertenienl  aiiaUx'  par  la  <;(';ii(''ralilcfî 
s|)(^(l  raie  :  elles  s(nil  dispersées  en  speelre  eoimne  le  sont,  les 
iiidiees  speeliaiix  eai'aelenslKjues  des  ('h'tneuls,  eiih'em(d(''s  dans  lo 
e()i'])s  iiieaiideseenl,  par  Je  prisme. 

l^()rs(|iie  les  iiieoiinues  sonl  des  ii()ini)res  non  entiers^  il  \  a  lieu 
de  leur  faire  subir  une  prépaiation  préalable  avani  de  le  laire 
intervenir  dans  la  «^^('nératrice  spectrale,  comme  Ton  lait  subir, 
dans  cerlains  cas,  nne  modification  préalable  déterminée  au 
faisceau  lumineux  émis  p^r  la  substance  à  analyser,  avant  de  le 
faire  passer  à  travers  le  prisuie  dispersant  (  l  interposition,  par 
exemple,  sur  le  trajet  de  la  lunnère  à  analyser,  d'un  ballon  de 
yerre  rempli  de  \apeurs  déterminées).  Cette  préparation  consiste- 
rait, ici,  en  une  transformation  A[/|  eo^mpatible  avec  la  suite  des 
inconnues. 

l^'anal()«jie  se  poursuit  encore  plus  loin  si  l'on  remarcpie  que  la 
dispersion  d  un  spectre  numérique  varie  ayeç  la  caractéristique 
spectrale  qualitative  que  le  calculateur  est  maître  de  modifier  pour 
une  même  caractéristique  spectrale  principale,  comme  la  disper- 
sion d'un  spectre  lumineux  change  avec  les  conditions  de  l'exjx'- 
rience  cpie  l'expérimentateur  peut  modifiei'  [)oiir  une  même 
substance  à  analyser  (changements,  par  exemple,  {\e  température, 
de  pression,  de  raréfaction).  La  dispersion  uniforme  de  spectres 
numériques  trouve  son  analogue  dans  uik^  foule  de  cas  qu'offre 
l'analyse  spectrale  chimique  (cas,  par  exemple,  de  certaines 
parties  du  spectre  du  soufre  engendré  au  moyen  du  tube  à 
gaines);  il  en  est  de  même  de  dispersion  uniforniément  crois- 
sante (  cas,  par  exemple,  du  spectre  ordinaire  du  soufre,  où  les 
distances  des  maxima  vont  en  croissant  uniformément  vers  le 
violet). 

Les  moyens  de  clianger  la  dispersion  des  spectres  numériques  ne 
sonl  pas  s|)éci(i(jues  à  la  suite  particulière  à  laquelle  le  spectre  se 
rallaclie,  en  ce  sens,  (|u  en  changeant  les  éléments  iniluant  sur  la 
eara(i(''risl  upie  speelrale  cpialilalive,  on  modifie  la  dispersion  du 
s|)eclre  d  Une  suite  (pieleonque,  et  dans  un  même  sens.  De  même. 
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le  clian<»enu'nl  de  la  lempciahiic  «m  de  la  pression  inodilic  la 
dispersion  d'un  speelre  limniieiix  dini>  un  iiH'mc  sens  potir  diNcis 
rayons  analysés. 

Une  Iransfoiinal  ion  A|/|,  d  après  ce  <|iii  ol  Nxlnpic  an  païa- 
j;raplie  21,  appliquée  à  une  i<Mielion  eonsid<''r(''e  /  (  c- ),  peut 
conduire  à  un  spectre  continn^  composé  de  seuls  zéros  (sans 
i*aies),  quoicpie  une  autre  IransCornial  ion  A|/|  eonduil  à  un 
spectre  discontinu,  à  l'aies.  Le  lail  a  aussi  son  analo<;ue  dans 
l'analyse  specirale  (  lorscjue,  ])ar  exemple,  I  li\  dro«;ène,  FonncIc 
de  carbone,  I  li\  droiiène  suliur('',  l)i'ùlenl  dans  lOwiiénc.  le 
spectre  de  la  llaunne  analysée  par  le  prisme  ne  jUM'senle  aucune 
raie,  quoi([ue,  dans  d'autres,  le  speclr<'  des  mêmes  <;az  esl  discon- 
tinu ). 

De  telles  analo<;ies,  ainsi  (pi  une  mullilude  d  aiilres  oirerles  par 
les  spectres  niinn'riques  et  spectres  lumineux,  justilienl,  ci"o\on>»- 
nous,  le  nom  (jue  nous  donnons  au  ])roc<''(l(''  de  calcnl  expose'"  dans 
ce  qui  précède. 

llappelons  encore  ra\anla<^<'  cpi  oHim'  la  inclliode  spectrale  au 
point  de  \  iie  de  la  pralupie  (!<•  calcul  mim(''ri(|ue  :  elle  fournil  le 
moyen  : 

I**  De  d«ierminer  à  la  lois,  jxtr  In  con I i n ud lion  suffisante 
(iHn  nnhnc  rnlcal  ///^/y/r'/vV/a''^,  les  \aleurs  d'autant  d'inconnnes 
([ue  l'on  \eul,  ainsi  (pie,  séparément,  ////  chifj'i'c  voulu  ou  uiw 
décimale  voulue  d  une  des  inconnues; 

2"  De  déterminer  les  vn/curs  crue  les  (\  \\\\  nombn;  voulu 
d'inconnues  à  l'aide  d'nne  valeur  suffisununeni  a])[)roch('e  d  une 
donnée  du  problème. 

Dans  les  |)arai;raplies  (pii  sui\enl  nous  indi(pieron>  (pichpics 
applications  i\y\  proc<''d(''  specl  rai  de  calcul  nu  m  en  (pie.  (pu  mell  lonl 
en  (''\ldence  la  prati(pie  de  son  emjiloi. 

II.    —    Quelques    applications    arithmétiques. 
A.  —  Spectres  de  la  p<i rtition  des  nombres. 

29.   Soient  : 

(r2())  a,      6,     c,      ...,     g\ 

(i3o)  m.,     n^    p^     .  .  .  ^     s 


8(>  (^r.vTHiKMi-:  l'AiMii;. 

(I<'ii\  >ml('s  (lomu'cs  (ICmIicis  posilils.  les  ciilico  {\'>.())  ('•hiiil 
premiers  eiilre  eii\.  I  )(''S|oii(»iis  |>;n'  I  *  ( /.  )  leiiliej-  nosilil  iiidi- 
(|iiiinl  (le  eoinlHeii  de  miinières  reiilK-r  /.  peiil  ^\'-erire  nous  I;i 
loinie 


(liii) 


A-  =  ax-  -+-  hy  + .  .  .  -i-  ^'Z 


l()i"S(|ue  r,  j\  ,  .  .,  /  |)iii-('()ui'enl   la  siiile  de  valeiii's 


ii-.Vi) 


En  |)()s;nil 


X  =  o^   I,  9,,    .  .  . ,  m, 

r^  o,  I,  '2,  . ..,  /<, 

•••> 

t     =  O,    1,2,    .  .  .,   5. 


(où  a  et  a  sonl  deux  entiers  posilds  arhiliaii'es  ),  le  coeffieienl 
de  x^^  dans  le  pohnonie 

W(^;  =  V(ir,  a,  m)  V(.r,  ^,  n) .  .  .\  {x^  g,  s) 

de  (le^ié  A  =:  jua-j-  fib-\- .  .  .  -\-s^>-  est  préei  sèment  le  nomlire  P(  /,  ). 
Si  donc,  on  d(''si<;iie  par  It  une  limite  supérieure  di\  nond^re  de 
(dnlïVes  de  P(/  ),  le  nombre 

S=\V(io-/') 

l'cprésentera  le  sj)eelre  des  P(  /  )  à  rvliime  uniforme  h/^=  II. 

D'auti-e  |)art,  en  (h'sionant  [)ar  ()v  l  entier  ([ne  Ton  obtient 
en  éeiisant  le  (diilïVe  ()  /  fois  eonséenlivement  ((),  =  (),  ç).^  ==()(). 
()3  =  <)<)9i  .  .  .  ).  On  aura 


\r  /  I,  \  uni,   9'fJ.+  1    Ol.ll 

9a/t 


et .  |)ai"  suite, 

(i34)  S  =  io->/'N, 

où  \  (lés!i;ne  le  nombre  entier  fcuiné  e\elusi\  ement  des  (diiflres  t) 

9f'//+n<'/A  ■^^,ll  +  ^)h/l  •  •  'S){x-^\)ffh 


('•>".) 


N 


9a//.9/>/«-  •  -9^' A 


Ceci    met    eu    (''\idence    la    propriél(''   arit limét K[ue   suivante  des 
cul  lers  IN  : 

f^'cnlif'i'  foi-uK'  (la  groupe  de  chl/lrcs   slgjii ficatifs    de   N, 
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commençani  par  le  (A7i -h  i) ''''""  et  terminé  par  le  ('/-}- i  )'*''"• 
chiffre  de  N,  coïncide  avec  le  nombre  P(/  ),  <'t  cela  pour  toute 
valeur  de  k  ne  surpassant  pas  \li. 

Laj;;uerre  (')  a  établi  une  foiimilc  générale  donnanl   une  \aleiii' 

aj)|)i'neliée  de  P(/)  pour  un  système  donné  (/,  a.  h,  c g)  el 

poui'  lous  les  sjslénies  possibles  (^,  J',  ...,/),  avec,  Teireur 
commise  ayant  une  limite  supérieure  indépendante  de  /  .  Dans  le 
cas,  par  exemple,  de  Técpialion  à  deux  inconnues 

k  =  ax  H-  hy^ 
la  formule  de  Lagueire  fournit 

OÙ  la  \aleur  absolue  de  o  esl  plus  [)etite  que  i;  pour  l'cupiation 
à  trois  inconnues 

k  =  ax  -H  by  -h  cz 
elle  fournit 

A:2  k{a-^b-^c) 


\\k)  = 


xabc  labc 


le  terme  complémentaire  8  étant,  en  valeur  absolue,  [)lus  pelil 
qu'une  certaine  quantité  fixe  j)oui"  lous  les  / .  Ces  formules 
permettent  d'assigner  à  h  des  valeurs  que  suppose  la  proposi- 
tion précédente. 

Remarquons,  aussi,  que  le  nombre  (i33)  représente  le  spectre  S„ 
de  la  suile  i  i  i . . .  i  (à  a  unités)  ayant  le  rythme  uniforme  //  =^  o.li^ 
de  sorte  que  le  spectre  S,  fourni  par  le  nombre  (i34),  est  égal  au 
produit  de  spectres  partiels  S^,  S/,,  ...,  S»-.  Et  comme  (abstrac- 
tion faite  de  la  virgide  décimale) 


I  oo . . .  o  I  oo . .  .  o  I  oo . . .  o  I  o , 

ah  —  i        a.li  —  \        a  //  —  1 
zéro»     zéros     zéros 


OÙ  le  groupe  de  cliiffres  oo .  .  .01  se;  répète  u.  fois,  on  [)eul  calculer 
le  nombre  IS   en  additionnant  les  unités  convenablement  distri- 


(')    E.    Lagukhrk,   Sur   la  partition   des   noryibres   {Jitill.    de   la   Soc.  math, 
de  France,  l.  V,  1H77;  Œuvres,  t.  I,  p.  218-220). 

P.  6 
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buées  (cl  imaginer,  nu^'HU!,  lin   ;i|»|)iir('il   simple  ('fTccI  ii;ml    rnpide- 
111  ent  ce  calcul  j. 

Pour  l'cquallon,  par  exemple 

3 a?  H- 9,jK  = /» ,        f>  =  ^'io,        o^^^9, 
connue  le  nombre 

est  plus  petit  que  i ,  on  peut  prendre  /i  =  i ,  ce  qui  fournil 
N  =  roi  1 1  I2i'2222"r2333343433433433/i .  . . , 

cl  le  nombre  P(/t)  coïncide  avec  le  (/.  -|-  i)''™*"  chiffre  de  N.  Ainsi, 
réquation 

3  a"  H-  7.y  =  1 9 

a  exactement  trois  solutions  en  ^^  lo  et  j^^g  :  ce  nombre  est  bien 
indiqué  par  le  vingtième  chiffre  de  N. 

Le  même  procédé,  appliqué  à  diverses  autres  fonctions  ration- 
nelles comme  caractéristiques  spectrales,  conduit  à  d'autres  pro- 
positions de  cette  espèce.  On  sait,  par  exemple  (*),  que  le 
nombre  Q/j,^  de  décompositions  de  tous  les  nombres  en  (au 
plus)  q  parties,  chacune  étant  au  plus  égale  à  un  nombre 
donné  /?,  est  le  coefficient  de  axP^^  dans  le  développement  de 


De  même,  on  sait  que  le  nombre  R^^^^de  solutions  en  nombres 
entiers  positifs  de  deux  équations  linéaires  simultanées 

ax   -+-  by   -r- .  .  .-^  ^t    =  k, 
a' X  -^  b'y  -h . .  .-^  g' t  =  k' 

pour  /    et  k'  variables,  est  le  coefficient  de  w^p*'  dans  le  déve- 
loppement de 

¥ 


(  1  —  w"  y"'  )  (  I  —  a"  v'''  )  .  .  .  {  \  —  a^'v^'  ) 


(')  Mac-Mahon,  Philos.  Trans.^  London,  187/ A,  1876,  p.  G19. 
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Les  expressions  P'(io  '^)  et  *(io^,  io~^''),  où  li  cl  //' soiil  des 
entiers  suffisammcnl  grands,  sont  certains  nombres  rationnels 
dont  la  suite  d'un  nombre  déterminé  de  premières  décimales 
s'ex[)rime  en  écrivani,  les  uns  à  la  suite  des  autres,  les  entiers 
successifs  Q^,y  ou  lU,^',  ^'t,  en  intercalant  entre  eux  un  certain 
nombre  de  zéros  d'autant  plus  grand,  que  h  et  li  sont  j)lus 
grands. 

B.  —  Spectres  des  nombres  des  diviseurs  d'un  entier  variable. 

30.  D'api'és  la  j)ro|)riété  bien  connue  de  la  série  de  Lambert, 
si  Ton  pose 

z  z^  z'"^ 

(tùi>)    f{z)  = 1 -i-...H =  aiZ-{-a2Z^-]-a-iZ^-h..., 

I  —  3  I  —  Z^  1  —  z"' 

(loy)    cp(5)=; — ^^ — — -  =  Z  -^  'i{z-^-\-  z^-\-  z'^-h. . .), 
I  —  z 

le  coefficient  N(A')  du  développement 

F{z)=/(z)  —  <f(z)=zN(i)z^N{'î)z^-h  \{S)z-i^... 

coïncidera,  pour  /.  <^  /u,  avec  le  nombre  des  dniscurs  de  A  autres 
que  1  et  A. 

Si  donc  on  prend  pour  II  une  limite  supérieure  des  logN(/v) 
(/•  :z=  1 ,  2,  . . .),  l'expression 

S  =  F(io-/') 

représentera  le  spectre  des  nombres  des  diviseurs  de  A  à  rvllime 
uniforme  h/(^=  h. 

D'autre  pari,  on  a  (avec  la  notation  du  paragraphe  29) 

f{io-")  — h h. . .+  ■ — . 

9'9h 

Converti  en  fraction  décimale,  le  nombre  f{^o~^)  est  une 
fraction  périothquc  simple  ayant  une  période  de  mh  chiffres, 
etc5(io~'^)  esl  une  fraction  périodique  mixte  donl  la  partie  non 
périodique  et  la  période  ont  chacune  h  chiffres.  Le  spectre  S  lui- 
même   sera  donc   une  fraction  périodique  mixte  donl    la  partie 
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non  jx'mkmIkjuc  a  //  c.liiHifîs  ^'^  la  |)(':rM)(l(!  /n/t  (•.liilïrcs,  cl  oc,  (|ui 
précède  iiuM  en  évidciKc  la  propiich';  anlImH'lKjuc  siii vaille  rJc  ces 
nombres  laLioiuK^ls  : 

(i3S)  S  = 1 h.. .H ro   /'    ■'-" 


9/t  92//  \)fn/i  \)-\)h 

l^irLagcoiis  la  suilc  des  premières  décimales  de;  S,  lormaiil  Teii- 
scmble  de  sa  [)arli(î  non  pério(li(jii(;  cl  la  première  période,  en 
Iraiiclies  successives  1  i,  T^,  .  .  .,  T,,^^,  à  /i  chillres,  de  sorte  (|u(,' 
la  Iranclic  T/f  (A=  i ,  !>.,  .  .  . ,  in-\-  ï)  commence  par  la 

[(A  —  i)// -4- l]'*'"!'^ 

el  se  termine  par  la  /.7i"'"'°  décimale  de  S,  cl  considiji-ons  les 
tranches  T,,  T2,  .  .  . ,  T,„. 

L'entier  formé  du  groupe  de  chiffres  sigiiijicalifs  de  la 
tranche  T/f  coïncide  avec  le  nombre  de  diviseurs  de  k  autres 
que  I  et  k. 

En  désignant  comme  lacune  toute  tranche  T/^  composée  exclu- 
sivement des  zéros,  on  en  tire  le  corrolaire  suivant  : 

Le  nombre  de  lacunes  que  présente  V ensemble  de  k  pre- 
mières tranches  T, ,  To,  .  .  . ,  T^  ^st  exactement  égal  au  nombre 
des  nombres  premieis  injérieurs  à  A',  et  cela  pour  toute 
valeur  k'^m. 

Si  l'on  remarque  que 


=  0,O...OIO...()IO...OIO 


9/.// 

kit  —  1         kh  —  S  /.//  —  1 

/.     92// 
lO""''  =  O  ,  0  .  .  .  O  I  O  .  .  .  O  >•  O  .  .  .  O  -2  O  .  .  .  O  2  O  .  .  .  , 

/z  —  1  //  —  1  /i  —  1  li  —  \ 

on  voit  que  rcnsemble  de  tranches  T,,  ...,  T,^  se  calculerait, 
pour  tout  m  et  h  donné,  par  la  seule  addition  d'unités  (par 
exemple  à  l'aide  d'un  appareil  facile  à  imaginer). 

On  aura  une  valeur  de  A,  compatible  avec  ce  qui  précède,  en 
prenant  A^logm  [voir  le  deuxième  exemple  du  [)aragra])he  32). 

Rappelons  aussi  rinégalité  de  M.  Wigert, 

'i  +  ^'i — r — I 
N(Â:)<2  '«gi"(?^^ 

valable  pour  e  >  o  et  arbitraire,  pourvu  (jue  /  soit  assez  grand. 
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On  trouve,  par  excnî()le,  pour  //i  =  ioo  (ce  qui  fournit  h^:>.) 
et  pour  /i  =  2, 

S  =  O,OO0OO00IOO0'2O009.OIO2OO04000202O30OO40O040OO'2OOo6oi  .... 

Les  vin<^L  [)rcniièics  tranches  à  deux  cliifFres  cunliennent 
neuf  lacunes,  les  cent  premières  tranches  en  contiennent  vin«»t-six, 
indiquant  qu'il  v  a  neuf  nombres  premiers  inférieurs  à  20,  qu'il  y 
en  a  vingt-six  inférieurs  à  100,  etc. 

G.   —  Spectres  des  sommes  des  puissances  semblables 
des  nombres  entiers  consécutifs. 

31.  En  désignant  par  P^„^.(^z)  le  polynôme  de  degré  m  défini 
par  la  loi  de  récurrence 

(139)  P/«./.  — ^Pm,A-l  =  O5  P/«,0= -— ' 

on  a 

(i4o)  P///,//=  i^'z  -h  2^'  :,5  +  ..  .-^  m^'  z^. 

La  f(M'mule  connue 

=  a^-h  (ao-i-  ai)z  H-  (  «y  -t-  a,  -i-  «2  )  ^-  -^  •  •  • 

I  —  z 

fournit  alors 
p 

I  —  Z 
OÙ 

(142)  s„,,=  ii>^-}.p-\-...-h  nP, 


L'inégalité 


kP  <  mP         (  ^'  =  i ,  5!,  . .  . ,  m  —  I  ) 


entraîne 

(M3)  Snp<mP^^ 

et,  par  suite,  h  étant  un  entier  positif  supérieur  ou  égal  à 

(/>-f-i)  logm, 
le  spectre  de  la  suite 

(l44)  *l/>?       ^i/M        •••1       ^>np 


80  QUATRIÈME    l'ARTIK. 

à  rythme  uniformn  hh=^  h  ast  fourni  par  las  mh  premières 
décim.ales  du  nombre  {noVdiùi)n  du  [)araj^raj)li(;  29) 

(i45)  S  =  - P,„,.(fo-'"/'j; 

9nih 

les  décimales  reslantes  fournissent  un  spectre  périodique  à 
rythme  /i,  la  période  étant  le  nombre  Smp  précédé  d'autant  de 
zéros  qu'il  en  faut  pour  compléter  le  nombre  de  chiffres  de  la 
période  jusqu'à  h. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  de  la  suite  (i44)  correspondant 
à  m  =  16,  />  =  2,  on  trouve 

et  comme  (/?  -f- 1)  log  w  <i  4?  on  peut  prendre  A  =  45  le  spectre  de 
la  suite  (i44)  ^st  fourni  par  les  soixante-quatre  premières  déci- 
males du  nombre 

964 

=  O,oooiooo5ooi4oo3ooo55oo9ioi4oo2o4o285o385o5o6o65oo8i9ioi5. . . . 

La  valeur  numérique  de  5^2  (A'^i,  2,  ...,  16)  coïncide  avec 
la  X:'*™«  cannelure  de  ce  spectre,  c'est-à-dire  avec  le  groupe  de 
chiffres  significatifs  commençant  par  la  [4(A'  —  i)  -f-  i]'^™^  et  finis- 
sant par  la  ^k^^^^  décimale  de  S  ;  le  /z'^™«  chiffre  de  Sk2  coïncide  avec 
la  (2/t'  —  /i-f-i)'*'™''  décimale  de  S.  Ainsi,  la  somme  592  coïncide 
avec  la  neuvième  cannelure  spectrale  :  c'est  donc  285  ;  le  deuxième 
chiffre  de  ^13  2  est  la  cinquante-unième  décimale  de  S  :  c'est  donc  i . 


III.  —  Procédé  spectral  de  développement  en  séries. 

32.  L'évaluation  numérique  des  coefficients  d'une  série  Sa,, 2'^ 
se  fait,  par  des  procédés  usuels,  soit  en  calculant  ijidiçiduelle- 
m.ent  chaque  coefficient  an  par  une  formule  explicite 

soit  en  calculant  a„  à  l'aide  de  la  suite  déjà  connue  de  coefficients 
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rt/^_,,  a„   2^  •  •  •  P^f^f  une  formule  de  récurrence 

çp(/i,  an,  a,i-u  <^ni,  .  .  .)  =  o. 

Le  procédé  spectral  conduit  à  calculer  tous  les  coefficients  a,i 
à  la  fois ^  ou  bien  un  groupe  voulu  de  ces  coefficients^  à  raide 
de  groupes  de  décimales  d^un  seul  nombre  S  convenablement 
rattaché  à  la  fonction  f  (z)  dont  on  cherche  le  développement 
en  série. 

Les  règles  du  paragraphe  12  conduisent  à  cet  égard  aux  règles 
suivantes  : 

L  Lorsque  les  an  sont  des  nombres  entiers  réels  positifs^  le 
coefficient  «o  est  égal  à  la  partie  entière  du  nombre  S  re|)résen- 
tant  le  spectre  àe  f\z)  à  un  rythme  hh  connu;  le  coefficient  (^^,j 
coïncidera  avec  le  groupe  de  chiffres  significatifs  de  S  commençant 
par  sa  (P^  «H- 1 )'*'"''  et  se  terminant  par  sa  PjJ""'^  décimale,  où 
P,^=  li^-]-  fi2-\-'  .  .-\-h„'  Dans  le  cas  (]c  rythme  uniforme,  c'est  le 
groupe  commençant  par  la  [(/i  —  i) /i-f- 1]'*'™^  et  finissant  par 
la  /lA''"^^  décimale  de  S.  Dans  le  cas  de  rythme  uniformément 
accéléré  h/(=  h-\-ck^  il  commence  par  la 


\(n 


n(n  —  \)  l'èrae 

I  )  A  H ^ C  -4-  I 


1      F/     I     ,     n(n-^i)     l'Orne  , 

et  se  termine  par  la     [/i/i  -\ c  décimale  de  o. 

Le  /r'*'™''  chiffre  de  «„  coïncide  avec  la  (P„ —  /c-}- i)'""^*'  décimale 
de  S  (la  A"'*'"""  raie  de  la  /i'^™*  cannelure  spectrale).  PourAA=/^ 
c'est  la  (nh  —  Â -|- i)"'"^'',  et  pour  h/(=  h-\-ck^  c'est  la 


de  S. 


m 


/i(nH-l)  ,  li^m»    -,    .       , 
-c  —  k-\-i\         décimale 


IL  Lorsque  les  an  sont  des  entiers  quelconques^  réels  ou  ima- 
ginaires, on  formera  la  suite  adjointe  Qo,  ^m  ^2?  •  •  •  et  Ton  écrira 
le  spectre  S  de  la  fonction 

(146)  cp(^)  =  Ôoao-l- 6,ai-3  +  Ogaa-s'-h. . . 

sous  la  forme  S  =  S|H-  fS^;  les  règles  I  appliquées  à  S,  détermi- 
neront la  suite  a,i  des  parties  réelles  des  0„a„,  et  les  mêmes  règles 
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aj)|)li([ii{''es   à    S^    «h^lcriniiicioul  \n   smlc  [j„   (Jcs  cocf'licienLs  de  i 
des  ^ni^w  Oïl  aura  dïovs 

'    /  -a 

^  n 

III.  Lorsque  les  r/,,  ne  sont  pas  des  nombres  entiers,  la  con- 
naissance d'une  Iransformation  A|y*|  eonipalihle  a\(M;  la  fone- 
ûoii  f  [z)  à  développer  conduira  à  une  transformée  (E)  i\{\  f(^z)\ 
la  connaissance  d  un  rythme  spectral  compatible  avec  la  suite  des 
coefficients  M«  de  (E)  et  des  signes  o-„  des  parties  réelles  et  ima- 
ginaires de  ces  coefficients  permettra  de  former  un  spectre  S  de  la 
suite  M,,  à  un  tel  rythme.  Les  règles  I  et  II  appliquées  à  S  déter- 
mineront alors  les  M,,,  et  la  relation  Q,[ani  M«)  =  o  imposée  par 
le  A  [y]  appliqué  déterminera  les  coefficients  inconnus  a„. 

Un  rythme  h^  et  les  signes  a-,,  seront  fournis  par  1  ensemble  (Dj 
de  données  qualitatives  du  problème. 

IV.  La  détermination  des  valeurs  exactes  àe  n-\-i  premiers 
coefficients  (abstraction  faite  des  signes  <j,i)  n'exige  que  la  con- 
naissance d'une  valeur  approchée  du  nombre  S  avec  P,^  premières 
décimales  exactes.  Ce  nombre  de  décimales  est  nli  dans  le  cas  de 

rythme  spectral  uniforme  h/(=^  h^  el  nh-\ c  dans  le  cas 

de  rythme  uniformément  accéléré  Aa^=:  h-\-ck. 

Premier  exemple.  —  Déterminer  la  suite  Aq,  A, ,  Ao,  . . . ,  ^mp 
des  coefficients  de  la /?'^™®  puissance  d'un  polynôme  donné  P(^) 
de  degré  m  à  coefficients  nombres  entiers  positifs,  connaissant 
une  limite  supérieure  A  de  ces  coefficients. 

En  désignant  par  h  un  entier  positif  supérieur  ou  égal  à  logA, 
la  suite  des  A^  admet  le  rythme  spectral  uniforme  A^=A  et  le 
spectre  en  sera  fourni  par  le  nombre 

S  =  [P(io-^)]/^ 

facile  à  calculer  dans  chaque  cas  considéré.  Le  coefficient  Ay^, 
ainsi  qu'un  chiffre  voulu  de  A;^,  sera  fourni  par  une  cannelure  ou 
une  raie  déterminée  du  spectre  S  par  les  règles  précédentes. 

Pour  développer,  par  exemple,  par  le  procédé  spectral,  l'ex- 
pression 

f{x)  =  (14-  07 -h  372)6^ 
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en  sachant  (juc  les  coefficients  dii   dcveloppenient  ne  surpassent 
pas  1000,  il  suffit  de  calculer  le  nombre 

S  =y*(io"3)  =  10 -3c  1 001 001^ 
=  i ,0060210500901 2614 I 126090050021006001 

et  d'en  parta«>er  la  partie  décimale  en  tranches  de  trois  chiffres  : 
chacune  de  ces  tran('hes  fournit   un  coeflicicnt  \/(  et  Ton  a  ainsi 

/ (x)  =  I  -t-  6:r  H-  2 1  x-  -h  5o ^r"^  -r-  90 x'*  -h  1 26 a?^  _j_  { | ,  ^c 
-h  12637"' 4-  900^8-+-  5o^<j_i_  ;,|^io_|_  f).^.ii  _^  ^ii 

Il  suffit  uième  de  calculer  S  avec  dix-huit  premières  décimales 
pour  avoir  le  développement  complet  de  la  fonction. 

Deuxième  exemple.    —  Développer  en  série  de  puissances  la 
fonction  rationnelle 

P(Z) 


(147)  /(^) 


Q(^i 


dont  les  zéros  du  dénominateur  sont  tous  simples  et  ont  ])()ur 
module  l'unité,  en  sachant  que  les  coefficients  inconnus  du  déve- 
loppement sont  tous  des  nombres  entiers. 

En  désignant  par  a,,  a2,  .  .  . ,  y-m  les  zéros  de  Q(a?),  et  par  A,, 
Aj,  .  .  .,  Ani  les  coefficients  des  fractions  simples  qui  leur  corres- 
pondent, on  aura 

(i48)  f(z)=p{z)-^-^^^  +...+  _A^^, 

z  —  ai  z  —  a„j 

o(ip{z)  désigne  la  partie  entière  de  la  fraction/ (3). 
Si  Ton  développe  le  second  membre  de  (i48)  en  série 

(149)  /(^)  =  ao-ha,^-f- ajs'-l-.. ., 

on  aura 

où  p  désigne,  s'il  y  a  lieu,  le  coefficient  de  œ^  dans  le  poly- 
nôme/? (a:).  De  (iSo")  on  conclut  que 

I  «  «  l<  I  A>  K  I  A ,  a '/ (  + . .  .  H- I  A  ,„  a;^  I , 
et  comme  le  module  de  a„  est  égal  à  T unité,  on  conclut  que 

(i5i)  |a,|<|/,|-^|A,|+...+  |A,„|. 
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Si   (loue,   ou  (l<';si«^ii(!  ()ai"  h  un  ciiLicr  (ju('l(M)n(juo  siipériem'  ou 

égal  à 

•og[|/>|  +  |A,[+...+  |A,„Il, 
on  aura 

|a«|<io'', 

OÙ  h  fie  varie  pas  avec  n,  en  qui  montre  que  la  suite  des  a„ 
admet  le  rythme  speetral  nnlCorme  lij^^^h  vX  le  problème  s'nehèvf.' 
f'aeil(mient. 

Dans  le  cas,  par  exemple,  où  les  a,i  sont  des  entiers  positifs, 
leur  spectre  sera  le  nombre  commensurable  S=/(io~^).  Le 
coefficient  an  coïncidera  avec  l'entier  composé  du  groupe  de  déci- 
males de  S  commençant  par  la  \{n  —  \^h-\-  \\^^^  et  se  terminant 
|)ar  la  /i/i'^"^'^  de  ces  décimales;  le  A"''"^"  chiffre  de  a„  est  fourni  |)ar 
la  (nh  —  /r-l-i)'''"^''  décimale  de  S. 

Tel  est  le  cas  de  la  série  de  Lambert  limitée 


I  —  S-  I  —  Z' 


satisfaisant   bien    aux   conditions    précédentes.    Ce    qui    précède 

fournit 

\an\<n<m 

(ce  qui  est  d'ailleurs  évident)  et  les  a,^,  étant  des  entiers  positifs, 
admettent  comme  rythme  spectral  le  rythme  uniforme 

h/c=  h  ^  logm; 

leur  spectre  à   un  tel  rythme  sera,   d'après  le  paragraphe  30,  le 
nombre  rationnel 

S  =  ----f-- ^•••-+-T —  /9a=99-..9\ 

9A        92//  9/«A  — - —  )• 

\  a  fois     / 

Par   exemple,   pour  /?2<<ioo,    on  peut  prendre  A  =  2,  ce  qui 
fournit 

S  =  O,oio202o3o2o4o2o4o3o4o2o6o2o4o4o5o'io6o2o6. . . 

et,  par  suite, 

Troisième   exemple.    —  Développer  f{z)  en  sachant  que  le 
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coefficient  a,i  est  le  nombre  commensiiral)l(î  — -  (ni  les  M,/  sont  des 

entiers  à  un  nombre  limité  de  chiffres,  alternativement  |)ositifs  et 
gatifs. 
La  transformation 


négatifs 


compatible  avec  /"(s)  se  traduit  [)ar  la  transformée  (E) 
(r52)  F(i;)  =  Mo^  Mi-s  H- M.,32-f-... 

et  entraîne  la  relation 

(i53)  na,i—^n-\  =  o         ( /«  =  i ,  s>,  3,  .  . .  ). 

L'entier  M,/_,  sera  déterminé  comme  //'•^"'*  tranche  à  li  (diiffres 

du  noiiibre 

S=/'(-io-/'; 

jouant  le  rôle  du  spectre  de  F(^)  à  rythme  uniforme  ///f=  /i^au 
nombre  maximum  de  chiffres  de  M,/.  Les  a,i  seront  dès  lors  four- 
nis par  la  relation  (i53)  laissant  «o  indéterminé. 
Par  exemple  pour 

A')=J  ^-T^, d' 

et  h  =  2^  on  trouve 

S  =/'{ —  o,oi)  =  7.3, 192 1 1721 1721 17.  . .; 

les  coefficients  M,;  se  reproduisent,  en  valeur  absolue,  à  partir  du 
troisième,  la  période  étant  2117,  et  l'on  a  ainsi 

/(Z)  =  «0—  23  3  H 32 —Z^-i 7-3* Z^-\-   -^  X^  —  .  .  .  . 

•jt  J  4  ^  o 

Quatrième  exemple.  —  Développery'(5)  en  sachant  que  les  a,i 
sont  racines  carrées  de  nombres  entiers  positifs  à  un  nombre 
limité  de  chiffres. 

En  posanl 

(i54)  l./'(''«?0P=4'(^,  <?). 


la  transformation 

(.55)  -^[/l^^   f'\{/2,e") 
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conipalihlcî  avec,  y'(  3)  (§  16,   r(';<^l(;    III)  Iriuisfoinic  la  fonclion  (;ii 
une  série  (E)  avec  la  relation 

En   prenant  pour  h   un  entier  suy)ériein'  on    é<^al    an    nombre 
maximum  de  chiffres  de  (t„,  le  spectre  des  M„  à  rythme  Ay^=:  h  sera 

le  nombre  réel 

/i 


(i56)  S  =  —    r      t];(io    %  «'V^^ 

dont  la  /i''™"  tranche  à  h  cliifTres  fournira  M,^  et  l'on  aura 

Cinquième  exemple.  —  Développer /(z)  en  sachant  seulement 
que  les  an  sont  des  entiers  positifs  et  que  ^  =  o  est  un  point  ordi- 
naire de  la  fonction. 

La  convergence  de  la  série  de  puissances  représentant/ (-3)  au 
voisinage  de  ^  =  o  implique  l'existence  d'un  nombre  positif  fixe 
tel  que  pour  toute  valeur  de  n  on  ait  y  a,;  •<  A.  En  désignant  par  c 
un  entier  quelconque  supérieur  ou  égal  à  logA,  le  rythme  spec- 
tral uniformément  accéléré  hf(=^  ck  sera  compatible  avec  la  suite 
des  a,i  et  son  spectre  sera  le  nombre  réel 

qe-" 


(i57)  ^  =  ;^/     /(P^'')^( 


dt 

^^^0      "  ^'       '    V     P     / 
ou 


(i58)  6(3)  =  V  9r«'z«,         5'  =  10    ^         p  =  const.  <  — 


n  — 0 


On  peut  également  exprimer  le  nombre  S  par  l'intégrale  défi- 
nie (39)  du  paragraphe  5, 

(159)  ^  =  "1=   r  e-^'R{<x,Bt)dt, 

où  R(/',  «))  désigne  la  partie  réelle  Ae  f  {re'-^^)  et  où  il  faut  attri- 
buer aux  constantes  a  et  p  les  valeurs 


(160)  a  =  10-^,  ^1  =  y/2  log  nat  10 . 

Si  l'on  partage  la  suite  de  décimales  de  S  en  tranches  consécu- 
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lives  (Je  c,  .'^c,  3c,  ...  (I(';(;iniales,  le  cocKicicul  a^  coïuculera  avec 
la  partie  enlièrc  de  S  et  le  (;oe((l(!leiil  a„  avec  r(;ntier  (composé  (1(^ 
chillVes  sigiiilicalirs  de  la  /i'''""  de  ces  Lranches. 

IV.  —  Procédé  spectral  d'évaluation  des  intégrales  définies. 

33.  Le  procédé  spectral  s'a|)pll(jue  de  deux  manières  dilTérentes 
au  calcul  des  intégrales  définies, 

Premiîire  MAiN£J:iiE.  —  Daus  le  cas  d'une  suite  d'intégrales  défi- 
nies 5,,  ^'2f  '^■.\i  '  •  •  (simples  ou  multiples,  réelles  ou  imaginaires) 
telles  que  ?')«  coïncide  avec  les  coeKicients  a,i  d'une  fonctiony*(2), 
le  calcul  des  ^,i  s^ejfectueiait  suivant  les  règles  du  paragraphe  3^ 
à  l'aide  de  cannelures  d\in  spectre  rattaché  à/{z)  et  de  la 
relation  existant  entre  les  entiers  formant  ces  cannelures  et 
les  a,i- 

C'est  ainsi  que  l'intégiale  de  Cauclij, 

prise  le  long  d'une  circonférence  C  ayant  comme  (centre  z  z=z  a, 
dans  lequel  la  fonctiony*(^)  est  holomorphe,  s'exprime,  toutes  les 
fois  que  sa  valeur  numérique  est  un  nombre  entier^  directement 
comme  l'entier  formant  une  cannelure  déterminée  d'un  spectre  de 
la  fonctiony*(aH- s)  — f  {et)  (abstraction  faite  des  signes  t,/). 

Lorsque  les  ^,i  ne  sont  pas  des  nombres  entiers,  on  rempla- 
ceray  (;)  par  sa  transformée  correspondant  à  une  transformation 
A  \f\  compatible  avec  y*  (^). 

De  même,  une  intégrale  de  la  forme 


(i6i)  ^,1=   i    ii^" 


dt 


(u  et  V  fonctions  de  t)  s'obtiendra  à  l'aide  de  cannelures  d  un 
spectre,  en  remarquant  que  les  ^fi  coïncident  avec  les  coeflicienls 
du  développement  de  la  fonction 

(162)  f(z)=   i    o{vz)udt 
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suivant  les  [niissaaces  do  5,  où  '^{z)  est  l'une   ou  r.nilrct  des  f'one- 
lions 

Z  —  l  *  I  —  z 

siiivanL  que  la  suili;  des  5,,  est  liniilée  ou  illimitée. 

Seconde  manière.  —  Dans  le  cas  où  une  intégrale  ^  représente 
elle-même  le  spectre,  à  un  rjthme  h/ç  connu,  d'une  suite  connue 
d'entiers  Mq,  M,,  M2,  . . .,  elle  aura  pour  valeur  numérique  Mq 
suwi,  voirime  partie  entière^  de  la  suite  de  décimales  que  Von 
forme  en  rangeant  bout  à  bout  les  groupes  numériques 
Gq,  Gj,  G2,  ...  correspondant  à  la  suite  M^  et  au  rythme  hk-, 
après  avoir  affecté  les  parties  réelles  et  imaginaires  des  Ma  de 
signe  positif. 

Tel  est,  par  exemple,  le  cas  de  l'intégrale 


dt 


lorsque  les  -0;^,  définis  par  (161),  sont  des  entiers  dont  le  nombre 
de  chiffres  ne  dépasse  pas  A;  l'intégrale,  considérée  comme  spectre 
des  ^)n  à  rythme  /iA=  /i,  aura  comme  partie  entière  la  valeur  -^o  et 
pour  partie  décimale  G<G2G3...,où  G/f  est  l'entier  0*3^  précédé 
d'autant  de  zéros  qu'il  en  faut  pour  que  le  nombre  de  chiffres  du 
groupe  numérique  G^  soit  égal  à  Ji. 
Tel  est  aussi  le  cas  de  l'intégrale 

(i64)  ^  =  f   ^{v)udt, 

OÙ,  les  hk  étant  une  suite  illimitée  quelconque  d'entiers  positifs, 
\(^z)  désigne  la  fonction  entière 

(16Ô)  \{Z)  =^g,,Z>\  gn=  \0-^l'i+h,+  ...hn). 


n=i 


M 

Lorsque    ^n    est     un     nombre     commensurablc    de    la    forme   — - 
^  Il 

(M,i=  entier    fixe    ou    variable    avec     /i),    on    remplacera   ç  (^) 

par  z^ {z)  [voir  aussi  le  quatrième  exemple  du  paragraphe  6). 
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Eli  prenant  pour  les  A^  une  suile  d'entiers  croissant  assez  rapi- 
dement avec  leur  rang,  on  aura  ainsi  une  infinité  d'intégrales  (i64) 
qui  s'expriment  à  laide  de,  nombres  transcendants  de  Liouville 

(§14). 

Les  Intégrales  de  la  forme 

e-'''^{%,  ^t)dt, 

où  J^(r,  cp)  est  la  partie  réelle  d'une  fonction  /  (/'<?^^),  la  fonction 
/^(s)  étant  développable  en  série  de  puissances  de  z  à  coefficients 
nombres  entiers,  se  calculent,  pour  certaines  valeurs  des  cons- 
^^ntes  a  et  p,  comme  spectres  des  coefficients  dey(s)  à  un  rythme 
Uiiiformémenl  accéléré  (§  5).  Dans  le  cas,  par  exemple,  où  f  {z) 
est  la  fonction  rationnelle  représentant  l'ensemble  de  m  <;ioo  pre- 
miers termes  de  la  série  de  Lambert  (§  32),  et  en  faisant 


a  =  o,oi, 


p  =  s/î.  log  nat  10, 


rintégrale  ?i  aura  pour  valeur  ^  multipliée  par  le  nombre 

o,oio'.iO'2o3o2o4o2o4o3o4o2o6o2o4o4o5o'2oGo2o6. . ., 

dont  la  partie  décimale  s'écrit  en  rangeant  bout  à  bout  les  groupes 
Gj,  . .  .,  G,„,  où  Gyv  est  égal  au  nombre  de  diviseurs  de  k  précédé 
d'autant  de  zéros  qu'il  en  faui  [)()ur  que  le  nombre  lolal  de  chiffres 
de  Ga  soit  égal  à  ik. 


V.  —  Détermination  spectrale  des  fonctions. 

34.  Les  procédés  usuels  de  détermination  d'une  fonction  ana- 
lytique par  les  conditions  discrètes  exigent  généralement  une 
infinité  de  données  numériques,  comme  le  sont,  par  exemple,  les 
coefficients  de  la  série  de  Taylor,  de  la  série  trigonométrique, 
exponentielle,  etc.,  correspondant  à  la  fonction. 

M.  Borel  a  indiqué  divers  autres  modes  de  détermination  d'une 
fonction  entière  f  {z)  par  des  conditions  discrètes,  par  exemple 
à  l'aide  des  valeurs  que  prend  J\z)  pour  une  suite  discrète  de 
valeurs  de  5,   ave(^  l'adjonction  d'un  ensemble  (Cj  (h'  conditions 


gfi  QUATRIÈME    PARTIE. 

suj)j)l(''nu'iil;iii'('s  de  tmliiic;  (juaLiiaùvit  conccrnîuil  le  mode  do 
croissance  de  la  loiiclion  avec  ^  (')• 

Dans  les  modems  acluellcmenl  connus  (Je;  (J<;lernMnaLion  des  fonc- 
tions par  de  pareilles  conditions,  le  nombre;  de  données  numé- 
ri{[iies  n'est  /i/?^/*'^' qii'exceplionnellement,  dans  des  cas  1res  [)arti- 
cLiliers  où  Ton  connaît  à  l'avance  la  forme  analytique  de  la  fonction 
à  nn  nombre;  limité  de  constantes  près  (par  exemple  dans  le  cas 
où  la  fonction  se  jéduit  à  un  j)oljnome  algébrique,  exponentiel, 
tri gonomé trique,  etc.). 

Or,  la  méthode  spectrale  révèle  une  infinité  de  catégories  de 
fonctions  dont  la  détermination  se  ramène  à  un  problème  dépen- 
dant d  un  nombre  limité  de  paramètres^  à  la  condition  d'j 
adjoindre  un  ensemble  (D)  de  conditions  ne  concernant  que  les 
signes. 

Nous  allons  le  préciser  dans  ce  qui  suit. 

Nous  considérerons  la  fonction  f  {z)  d'une  variable  :;  comme 
numériquement  déterminée  si,  en  y  précisant  un  ensemble  de 
signes  restés  indéterminés,  à  lonlQ  \d\e\\Y  numérique  de  z  corres- 
pond une  valeur  numérique  de/(z). 

Nous  considérerons  une  catégorie  (f)  de  fonctions  comme  une 
catégorie  à  m  paramètres  si,  en  attribuant  des  valeurs  numé- 
riques déterminées  à  m  nombres  variables,  indépendants  entre 
eux,  que  laisse  arbitraires  la  définition  de  la  catégorie  (/),  on 
engendre  une  fonction  numériquement  déterminée  faisant  partie 
de  la  catégorie,  et  cela  de  manière  que  toute  fonction  de  la  caté- 
gorie puisse  être  engendrée  de  cette  façon. 

La  méthode  spectrale  conduit  alors  aux  résultats  exposés  dans 
ce  qui  suit. 

D'abord,  la  catégorie  (E)  de  fonctions  analytiques  f{z)^  déve- 
loppables  en  série  de  puissances  de  z  à  coefficients  M,i  nombres 
entiers^  est  à  considérer  comme  une  catégorie  à  deux  para- 
mètres. Ceux-ci  sont  : 

I**  Le  nombre  entier  positif  ,3  supérieur  ou  égal  à  l'entier 
positif  M  (dont  l'existence  est  assurée  par  le  fait  que  le  rayon  de 


)  E.  BoREL,  Sur  f  interpolation  (  C.  R.Acad.  Se,  1897,  i"sem.,  p.  673-676). 
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convergence  de  la  série  n'est  pas  nul)   tel  que  les|M„|()n  bien 
les  \/  I  MtiI  ne  surpassent  pas  io*'|pour  aucune  valeur  de  n  ; 

2**  La  valeur  S  que  prend  pour  c  =  lo'  P  une  fonction  rattachée 
i\f(z)  d'une  manière  convenable;  le  nombre  S  n'est  autie  cjue  le 
spectre  dv,  f  (z)  à  rythme  uniforme  //;^r=[3,  ou  bien  à  rNlIime 
uniformément  accéléré  Aa=  p/v. 

Des  deux  nombres  S  et  j^i,  le  premier  peul  varier  coiUinuelle- 
nient  de  zéro  à  iulini,  cl  le  second  d'une  uianière  discontinue 
à  ])arlir  d'une  valeur  [)ositive  80  jusqu'à  Tinllni.  Le  croupie  de 
valeurs  numériques  (S,  ^)  étant  donné,  la  fonction /(:;)  csl  numé- 
riquement déterminée  par  les  règles  du  paragraphe  32. 

Une  autre  catégorie  {f)  quelconque;  de  fondions-  admet  des 
tiansformations  A  | /J  établissant  une  correspondance  entre  les 
fonctions  de  cette  catégorie  et  celles  de  la  catégorie  (E)  (^§  16-19). 
Une  transformation  A  [/]  compatible  avec/(^)  entraîne  une  rela- 
tion (y,  E)  =  o  entre  f  {z)  et  sa  transformée  (E)  par  le  A  [/] 
appliqué.  Cette  relation  peut  introduire  un  certain  nombre  de 
paramètres  variables  yt  dans  la  fonction  f{z)  qu'elle  détermine  et 
ces  paramètres  peuvent  provenir  :  i"  des  paramètres  impliqués 
dans  le  A  [y]  même;  2"  des  constantes  indéterminées  nouNclles 
qu'introduit  la  relation  (y,  E)  =  o,  par  exemple  par  l'intégration, 
par  des  termes  d'une  série  laissés  indéterminés  par  une  relation  de 
récurrence,  etc. 

Le  nombre  q  de  paramètres  -^i  est  plus  ou  moins  considéral)le, 
pour  une  même  calégorie  (/),  suivant  le.A  \f\  a|)|)liqué,  et  |)eut 
varier  ck*  zéro  à  infini.  IMous  désignerons  comme  indice  spectral  0 
de  la  catégorie  (/')  ie  plus  petit  parmi  les  nombres  q  -\-  1  ratta- 
chés ainsi  à  (/)  par  les  divers  A  [/J  compatibles  avec  (/). 

Le  procédé  spectral  de  détermination  des  fonctions  conduit  alors 
à  la  règle  suivante  : 

Une  catégorie  (/)  de  fonctions  est  à  considérer  comme  caté- 
gorie à  un  nombre  de  paramètres  égal  à  son  indice  spectral. 

Comme  paramètres  sont  à  considérer  :  1"  les  paramètres  y, 
introduits  par  celui  des  Al/I  compatibles  avec  la  catégorie  (/) 
auquel  correspond  le  plus  petit  nombre  q]  'i^  les  deux  paramètres 
S  et  p  de  la  catégorie  (E). 

P.  7 
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L'indice  spectral  o  d'une  raléf^orie  {/)  Indique  donc  le 
nombre  de  conditions  slriciemenl  nrcessaircs  pour  la  dèiermi- 
nalion  numérique  coniplèle  d'une  fonciion  jjarticulière^  fai- 
sant partie  de  (/),  par  le  procédé  spectral. 

Comme  condition  est  à  eonsidércr-  loiilc  condiiioii  (Jcter- 
niinant  : 

i"  Ou  bien  une  valeur  numérique  ^^  du  paramètre  de  rythme  j3 
compatible  avec  les  coefficients  de  la  fonction  (E)  en  correspon- 
dance avecy*(s)  ; 

2"  Ou  bien  une  valeur  numériqu(;  du  nombre  S  représentant  le 
spectre  de  (E)  à  rythme  /iA=  j^o  ^^^  /^a=  1^0/^; 

3^  Ou  bien  la  valeur  numérique  d'un  paramètre  y/. 

35.  La  valeur  de  l'indice  spectral  0  dépend  essentiellement  de 
particularités  d  ordre  arit/niiétiq ue  caraclérisani  les  coefficients 
du  développement  de  la  fonction  générale  de  la  catégorie  (f)  con- 
sidérée, en  série  d'une  forme  déterminée,  au  voisinage  d'un 
point  z  =^  X  du  plan  des  z.  Ces  particularités  sont  celles  concer- 
nant la  manière  de  rendre  collectivement  les  coefficients  de  la 
série  nombres  entiers  ;  la  manière  se  résume  dans  la  forme  d'un 
A  [y*]  compatible  avec  /. 

Le  point  x^  s'il  n'est  pas  précisé  par  la  définition  de  la  catégorie, 
joue  lui-même  le  rôle  d'un  paramètre  de  (/)  et  Findice  0  se  trouve 
de  ce  fait  augmenté  d'une  unité. 

De  ce  qui  précède  et  des  règles  des  paragraphes  16  et  21  résul- 
tent comme  conséquences  les  faits  suivants  : 

1.  L'indice  spectral  de  la  catégorie  (E)  est  8  =  2:  une  fonc- 
tion particulière  de  cette  catégorie  est  déterminée  par  deux  con- 
ditions. L'arc,  par  exemple,  d'une  courbe  plane  est  complètement 
déterminé  comme  fonction  de  l'abscisse  x  par  la  condition  qu'il 
soit  développable  en  série  de  puissances  de  x  à  coefficients  entiers 
alternativement  positifs  et  négatifs  plus  petits  que  100,  et  que  sa 
longueur  entre  les  points  .r  =  — 0,01  et  J^  =  o  soit  égale  à  la 
périphérie  du  cercle  de  rayon  i. 

IL  L'indice  spectral  de  la  catégorie  de  fonctions  développables 
en  série  de  puissances  de  ^  à  coefficients  a«,  n'ayant  qu'un  nombre 
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limité  de  décinialcs,  ost  o  =  3.  Les  paramètres  sonl  :  p,  S  cl 
l'entier  «•  dési^naiiL  une  limite  supérieure  du  nombre  de  décimales 
de  Un- 

HT.  L'indice  s[)eclral  de  la  caléj^oric  (/),  com|)().sée  de  lonchons 
algébriques  à  coefficients  «„  nombres  commensurables^  (îsl  ô  =  4- 
Les  paramètres  sont  :  jii,  S  et  les  deux  paramètres  y,  et  Vo  de  la 
transformation 

^1/]   =   V./(Ï2^) 

compatible  a\ec  cette  catéj^oiie  de  fonctions. 

IV.  Pour  la  catégorie  de  fonctions  à  a„  égal  à  une  fraclion  déci- 
male périodique  doul  le  nombre  y,  de  cliifTres  de  la  partie  non 
périodique,  et  le  nombre  yo  de  chiffres  de  la  période  ne  varient 

pas  a^ec  n,  on  a 

8  =  4. 

Les  paramètres  sont  :  p,  S,,  y,,  y2  (règle  I,  §  16). 

\^.    Lorsque    les   a,/    sont    y»"'"'**    racines    de    nombres    entiers 
(/?  =  entier  fixe),  on  a 

rî  z=  2         (paramètres  {5i  et  S). 

VL   Lorsque  a,i  est  de  la  forme  M«'f/^,  où  les  M,<  sont  des  entiers 
et  les  cp,,  des  nombres  fractionnaires  à  q  paramètres,  on  a 

0  =  y  -t-  2. 

Ainsi,  pour  a,,  = ^ >  on  a 

^  1  .  '2  . 3 . . .  /l 

0  =  2; 
pour  an  =  (yi  H- y 2 ny'M,t,  on  a 

0   =   1). 

\  IL  L'indice  spectral  des  fonctions  j^  satisfaisant  à  une  i^dalion 
numérique  donnée 

(167)  F(Z,  W,J)=:<T. 

OÙ  u  désigne  une  fonction  arbitraire  d'une  catégorie  [u')  à  indice 
spectral  0,,  est  lui-même  0  :=  0,. 
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Ainsi,  deux  fonctions  u  ol  y  soiil  nijiiK'iiqucnncnt  déterminées 
par  une  équation  indéterminée  (167)  el  par  les  deux  conditions 
suivantes  : 

i*'  Que  l'une  d'elles  soit  développable  en  séri(^  de  [)uissances 
(le  c  à  coefficienis  nonibies  enllers  n'ayant  pas  plus  de  m  chifïres; 
2"  (|ue  l'une  d'elles  ))rend  une  valeur  numérique  donnée  poui- 
5=:io-'«. 

VIII.  L'indice  spectral  des  fonctions  i'  satisfaisant  à  \  équation 
différentie lie  indéterminée 

(168)  ¥{z,u,y,y\  ...,yp^)  =  o,        ^(A)=^, 

où  F  est  une  fonction  donnée  à  coefficients  numériques^  et  a  une 
fonction  arbitraire  d'une  catégorie  (u)  k  m  paramètres,  est 

0  =  m  -h  p. 

Ainsi,  la  fonction  jk  est  numériquement  déterminée  par  l'équa- 
tion (168)  et  par  les  conditions  suivantes  : 

1°  Que  u  soit  développable  en  série  de  puissances  de  ^  à  coeffi- 
cients entiers  n'ayant  pas  plus  de  /  cliifïVes;  2"  que,  soit  u  et 
p  —  I  parmi  les  variables  y^  y\  ...^y^P^  figurant  dans  (168), 
soitp  variables  y,  jK  :  •  •  -^y^^^  prennent  pour  z  =  io~'  des  valeurs 
numériques  données  à  l'avance. 

Le  problème,  par  exemple,  de  déterminer  la  courbe  plane 
y  =f(^x)  dont  la  sous-tangente  est  développable  en  série  de  puis- 
sances de  X  à  coefficients  nombres  entiers  positifs  n'ayant  pas 
plus  de  /  chifï'res  et  ayant  au  point  x  =  10  ^  y  =^0  ^^  longueur 
égale  à  la  périphérie  du  cercle  de  rayon  i,  est  un  problème 
parfaitement  déterminé.  La  courbe  est  celle  définie  par  l'équation 

(169)  r=    ,'^\   ?(^), 
où  les  coefficients  de  la  fonction 

(170)  Cp(ic)  =S   I   -h  XiiC  -t-  Xs^t'^-t-  X3a7'-f-.  .  , 

sont  déterminés  par  la  relation  de  récurrence 

(171)  (n  -j-  i)Moln-^i-^  nMiln-^  i n  ~  ])Miln^  1  +  ..  .-h  lVI„Xi  =  X„, 
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avec  Mq=6  etM^^  égal  à  /i'*™"  groupe  à  /  décimales  du  nombre  27:. 
Dans  le  cas  de  /  =  i ,  on  a 
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le  coefficient  X„  de  :r"  étant  déterminé  par  la  relation  de  récur- 
rence (171),  où  M,,  =  6  et  M„  égal  à  la  /i"'™*  décimale  du 
nombre  'atz. 

IX.  Les  règles  précédentes  ne  sont  pas  altérées  par  le  fait  que 
z  =  o  soit  un  point  critique  algébrique  âc  f(z)  autour  duquel  se 
permutent  un  nombre  donné  {jl  de  branches  de  /,  le  développement 
en  série  de  puissances  de  s  étant  remplacé  par  celui  de  puissances 

de  z^. 

X.  Lorsque,  dans  ces  règles,  z  =  o  est  un  pôle  d'un  ordre 
donné  y>  de/(^),  l'indice  spectral  8  de  la  catégorie  (/)  se  trouve 
augmenté  du  nombre  /;,  (à  cause  des  p  paramètres  b^  figurant 
comme  coefficients  des  p  termes  ^a^~*)- 

XL  Toute  fonction  analytique  y  (^)  peut  être  représentée  dans 
un  cercle  donné  C^^  ayant  pour  centre  un  point  ordinaire  z  ■=  ol 
de  y*  et  dans  lequel  la  fonction  est  holomorphe,  avec  une  approxi- 
mation donnée  à  l'avance,  par  une  fonction  particulière  d'une 
catégorie  de  fonctions  à  indice  spectral  ô  =  2,  ou  par  un  polynôme 
en  3  à  indice  spectral  0  =  3  (§  19-23). 

XIL  Les  singularités  d'une  fonction  analytique  quelconque, 
comprises  dans  un  cercle  donné  C^  ayant  comme  centre  un  point 
ordinaire  z  =z  cl  de  /,  sont  les  mêmes  que  celles  d'une  fonction 
déterminée  d'une  catégorie  à  indice  spectral  0  =  2  (§  18). 

XIIL  Les  zéros  d'une  fonction  /{z)  méromorphe  dans  un 
cercle  C^^  coïncident  avec  les  pôles  d'une  fonction  particulière 
d'une  catégorie  à  indice  spectral  3  =  2  (§  18). 

36.  Les  considérations  précédentes  font  intervenir  des  para- 
mètres qui  paraissent  être  en  contradiction  avec  la  notion  usuelle 
de  paramètres  variables.  La  catégorie  (E)  de  fonctions  dévelop- 
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pjiblcs  CM  s(''ii('  (l(!  puissances  à  cof^'Hicionls  noinhrcs  ciillcrs 
a])|)ai'aîl ,  d  aprcs  les  conccj)!  ions  usikîUcs,  coinmc;  (l<';|)ciHl;nil  d Un 
nombre  infini  de  pai  ainèlics  (|iii  soni  les  eocdïieienls  inômcs  d(;  ce 
développenienl,  assiijellis  à  la  seule  condillon  d'èlrc  des  nomjjrc.'s 
cnllcrs  Ma^  tels  (jiie  y/IM^I  n'aii^inenle  pas  indélinlnienl  a\ec  /, . 
Par  contre,  dans  la  mclliode  spcclrale  de  déleinilnalion  d(;s  fonc- 
tions, CCS  mêmes  paramètres  apparaissent  (;omme  segments  d\in 
même  nombre  décimal  S,  cluujne  serment  clanL  com|)osé  d'un 
i»ronpe  déterminé  de  décimales  snccessives  du  nombre  S.  Ce 
nombre  n'est  autre  qn'un  spectre  de  la  fonction  considérée  ;  le 
mode  (le  sa  segmentation^  par  lequel  S  fournit,  k  signes  près, 
la  suite  de  coeffî(;ients  de  la  fonction,  varie  d'une  manière  dis- 
continue avec  un  autre  paramètre  [ii  qui  est  un  entier  positif 
variable  et  qui  le  caractérise. 

Les  deux  nombres  S  et  ^  jouent  bien  le  rôle  de  deux  paramètres 
variables  de  la  catégorie  (E)  de  fonctions  :  leur  variation  fait 
passer  d'une  fonction  particulière  (E)  à  une  autre,  et  toute  fonc- 
tion de  la  catégorie  peut  être  engendrée  de  cette  manière.  Il  existe 
même  (à  signes  des  coeflîcients  près)  une  correspondance  réci- 
proque et  univoffue  entre  les  fonctions  (E)  et  les  nombres  S 
et  ^  :  à  deux  fonctions  (E)  distinctes  correspondent  deux  couples 
distincts  de  valeurs  numériques  (S,  ^),  et  réciproquement. 

Le  param'^'tre  S  condense  ainsi  un  nombre  Limité  ou  illimité 
de  paramètres  en  une  seule  suite  de  chiffres,  et  ses  variations 
continues^  engendrées  par  les  variations  discontinues  de  ses 
('hifTres,  avec  les  variations  discontinues  du  paramètre  [^,  engen- 
drent l'infinie  diversité  de  fonctions  (E)  (sans  en  omettre  aucune) 
et  par  cela  même  l'infinie  diversité  d'autres  catégories  de  fonctions 
en  correspondance  avec  les  fonctions  (E). 

La  contradiction  avec  la  conception  usuelle  de  paramètres 
variables  n'est  manifestement  qu'apparente  :  en  réalité,  c'est  bien 
une  infinité  de  données  numériques  qui  est  fournie  par  le  spectre  S 
sous  l'apparence  A  une  seule  dont  les  segments  convenablement 
délimités  révèlent  les  valeurs  à  attribuer  à  une  infinité  de  para- 
mètres (qui  sont  les  coefficients  de  la  série)  ])()ur  satisfaire  aux 
conditions  d'un  problème.  Le  fait  ne  diffère  guère  de  celui  qui  se 
présente  dans  l'artifice  de  problèmes-devinettes  par  lequel  le  devin 
détermine  instantanément  plusieurs  hombres  pensés  d'après  une 
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seule  donnée  numérique  qu'on  lui  énonce  et  doul  les  divers 
segmenls  lui  révèlent  aulanL  de  données  qu'il  y  a  d'inconnues. 

37.  Comme  on  le  voit,  les  spectres  7i  umérn  que  s  iellenl  quelque 
lumière  sur  le  râle  Joue  par  les  suites  de  chiffres  dans  la  déter- 
mination des  fonctions.  Ce  rôle  a  déjà  été  indiqué  par  M.  Boiel 
dans  ses  considérations  profondes  sur  la  notion  de  fonc^tion  en 
général.  Nous  croyons  utile  de  reproduire,  à  cette  place,  quelques- 
unes  de  ces  considérations  à  cause  de  rattaches  qu'ont  avec  elles 
les  idées  développées  dans  celte  dernière  Partie  de  rOuvia<;e  sur 
la  représentation  de  fonctions  par  une  suite  de  chiffres. 

Une  fonction  /de  n  variables .r, y,  3,  ^,  ...,  sans  être  assujettie 
à  aucune  restriction.,  peut  être  définie  par  cette  seule  conditif)n 
qu'à  loul  système  de  valeurs  de  n  variables  ^,  y,  z^  t^  ...  corres- 
pond une  valeur  bien  déterminée  dey.  (On  pourrait  d'ailleurs 
considérer  seulement  les  systèmes  de  valeurs  appartenant  à  un 
certain  domaine;  pour  les  autres  la  fonction  ne  serait  pas  définie. 
On  pourrait  aussi  supposer,  plus  généralement,  qu'il  y  a  plusieurs 
valeurs  de  y,  ou  même  une  infinité  dénombrable,  qui  correspond 
aux  valeurs  données  des  variables.)  Le  nombre  de  variables 
importe  peu  dans  une  telle  conception  de  fonction;  on  sait,  en 
effet,  que  l'ensemble  des  points  de  l'espace  a  même  puissance  que 
l'ensemble  des  points  d'un  segment  limité  d'une  droite,  qu'on  peut 
d'ailleurs  toujours  supposer  compris  entre  o  et  i .  Si  au  système 
de  valeurs  x^  y^  z,  t^  ...  correspond  ainsi  la  valeur  X  comprise 
entre  o  et  i,  il  suffit  de  poser 

f{^.r.  :;,  ^  ...)  =  cp(X) 

pour  définir  une  fonction  '-p(X)  ^ une  seule  variable  X  qui  cor- 
respond d'une  manière  bien  déterminée  à  la  fonction 

f{x,y,z,  t,  ...). 

Cette  corres[)()ndance  est  réciproque  et  univoque  :  deux  fonctions 
étant  regardées  comme  distinctes  lorsqu'elles  ont  une  valeur  diffé- 
rente en  [un  au  moins  des  points  où  elles  sont  définies,  à  deux 
fonctions  distinctes  y(^,J)^  c,  /,  .  . .)  correspondent  deux  fonctions 
distinctes  '>2(X)  et  réciproquemenl . 

D'autre  part,  on  peut  ramener  la  puissance  de   l  ensemble 
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de  fonctions  cp(X)  à  la  puissance  (F une  suite  indéfinie  de 
chiffres.  Ainsi,  ou  ii'inlroduit  pas  de  reslriclions  sérieuses  en 
supposant  que  la  fonction  co(X)  a  constamment  une  valeur  com- 
prise entre  o  et  i.  Si  l'on  écrit  cette  valeur  dans  le  système,  par 
exemple,  de  numération  de  base  >.,  elle  sera  d(;  la  forme 

cp  (  X  )  =  o ,  I  o  I  <  )0  I  I  I  .  .  .  , 

tous  les  chiffres  décimaux  élan!  égaux  à  o  ou  à  i.  El  comme,  X 
étant  un  nombre  (jU(.'lconque  compris  entre  o  et  i ,  tous  les  nombres 
positifs  sont  de  la  forme  /î  H-  X,  //  élant  un  nombre  entier,  il  est 
possible  de  définir,  à  l'aide  de  C5(X),  un  ensemble  de  points  de  la 
manière  suivante  :  le  point  ai  H- X  apj>artiendra  à  l'ensemble 
si,  dans  la  valeur  de  »(X),  la  n^^"'^  décimale  est  i  ;  il  ne  lui 
appartiendra  pas  si  cette  n'^'"^  décimale  est  o. 

A  chaque  fonction  cp(X)  correspond  un  tel  ensemble  qui  est 
d'ailleurs  unique;  réerproquement,  à  un  tel  ensemble  correspond 
une  fonction  unique"  «(X).  On  peut  l'exprimer  en  disant  que 
V  ensemble  des  Jonctions  ^(X)  a  une  puissance  au  plus  égale  à 
la  puissance  de  l^ ensemble  des  ensembles  de  points  réels 
positifs,  ou  même,  si  Ton  veut,  de  l'ensemble  des  ensembles  de 
points  compris  entre  o  et  i . 

Tant  que  l'on  reste  dans  le  cas  général,  le  problème  de  recon- 
naître, par  ce  procédé,  si  deux  fonctions  données  ^(X)  et  cp,  (X) 
sont  identiques  ou  différentes,  présente  des  difficultés  pratiques 
insurmontables.  Il  n'est  pas  possible,  en  efTet,  d'établir  une 
méthode  telle  que,  si  elles  sont  différentes,  on  en  soit  assuré  au 
bout  d'un  nombre  fini  d'opérations  ;  cela  tient  à  ce  que  le  continu 
n'est  pas  dénombrable. 

Mais  lorsque  les  fonctions  ^(X)  et  «p«(X)  sont  continues,  il  en 
serait  tout  autrement.  En  effet,  si  deux  telles  fonctions  coïncident 
pour  les  valeurs  commensurables  de  X,  elles  coïncident  pour  toute 
valeur  de  X  ;  si  donc  elles  ne  sont  })as  identiques,  on  s'en  apercevra 
sûrement  par  la  seule  considération  des  valeurs  commensurables  : 

il  existe  certainement  un  nombre  commensurable  -  tel  que  co  (  -  ) 

9         ^        *  \9 J 

et  ^,  f  -  j  diffèrent,  c'est-à-dire  aient  seulement  m  premières  déci- 
males communes,  m  étant  un  nombre  déterminé. 

Dès  lors,  si  l'on  range  tous  les  nombres  commensurables  en  une 
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suite  f/<,  lU-,  '/;{,  •..,  ce  qu'on  sait  faircî,  et  si  l'on  calcule  les 
valeurs 

,       s  i  y  (wi),     ?  ("2),     ?  ("1),     •.., 

)    ?l(Wl),       ^xiUi),       ?l(W3),        •  •  . 

avec  n  décimales  exactes,  il  arrivera  nécessairement,  si  Ton  fait 
successivement  cette  opération  pour  n  =  i  ,'2,  3,  ...,  que,  pour  une 
valeur yi nie  (]c,  n,  c'est-à-dire  au  bout  d'un  nombre  y?/?/ d'opéra- 
tions, on  sera  assuré  que  les  deux  fonctions  ne  sont  pas  identiques. 
D'ailleurs,  il  est  évident  que  ce  nombre  ne  sera  pas  connu  d'avance 
et  que,  par  suite,  on  ne  pourra  pas,  de  calculs  aussi  longs  qu'ils 
soient,  conclure  à  l'identité  des  deux  fonctions.  Mais  si  elles 
diffèrent,  on  est  sûr  de  s'en  apercevoir  avec  assez  de  persévé- 
rance (•). 

Or,  la  méthode  spectrale  offre,  précisément,  un  moyen  efficace 
de  décider,  par  la  seule  considération  de  spectres^  c'esl-à-dire  d'un 
ensemble  ayant  une  puissance  au  plus  égale  à  celle  de  l'ensemble 
des  ensembles  de  points  réels  positifs,  si  deux  fonctions  o  et  cp< 
appartenant  à  une  même  catégorie  spectrale  (§  39)  sont  iden- 
tiques ou  différentes.  De  plus,  les  spectres  conduisent  non 
seulement  à  distinguer  les  fonctions  d'une  catégorie,  mais  aussi 
à  reconstituer  les  fonctions  particulières  de  la  catégorie  à  laquelle 
ils  se  rattachent. 

38.  Ce  qui  précède  fait  ressortir  la  possibilité  et  l'utilité  d'une 
classification  des  fonctions /(^)  d'après  la  manière  dont  les  coeffi- 
cients an  se  laissent  collectivement  transformer  en  nombres 
entiers^  c'est-à-dire  d'après  la  manière  dont  la  fonction  se  laisse 
rendre  analysable  par  la  méthode  spectrale  (classification  spec- 
trale des  fonctions).  Cette  manière  se  trouvant  résumée  dans  la 
forme  d'un  A[/]  compatible  avec/,  deux  fonctions  /,  {z)  eX  f2{z) 
appartiendraient  à  une  même  catégorie  spectrale  [f)  s'il  existe 
pour  chacun(î  d'elles  au  moins  un  point  du  plan  des  z  au  voisinage 
duquel  les  deux  fonctions  admettent  un  même  A[/],  ne  différant 
d'une  fonction  à  l'autre  que  par  les  valeurs  numériques  d'un 
certain  nombre  de  paramètres  qu'il  contient. 

(')  E.  BoREL,  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions  (a*  édition,  1914)  (Note  III: 
La  notion  de  fonction  en  général,  p.  123-126). 
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LnddilKni  d  Une  (oiu'lioii  (  l'v  )  iirhil  t'.'iirr  ;'i  iiiic  louclioii  iii'l)i- 
I  faire;  (!<'  la  calé^oiic  (1^),  ainsi  (jtic  la  iniilli[)licalioii  |)ar 
une  foiKMioii  (  Im  arhilrairc,  domicnl  des  (onctions  de  mcm(; 
(;alé<;oii<'.  Il  en  csl  de  nièiiH'  des  dérivai  ions  oAWicliiées  un  nombre 
qiielcon(|M<'  de  fois,  ainsi  (jiic  des  (:lian<^emenls  de  variable  indé- 
pendanlc  a>anl  pour  efïcl  de  iniili ipliei"  les  coefficienis  a,i  par  des 
noml)i'es  enliers.  Lenseinhlc  de  J onclions  de  la  catégorie  (Ej 
forme  donc  an  groupe  par  rapport  à  ces  opérations.  Le 
champ  de  telles  opérations  s'élarj^it,  d'ailleurs,  pour  d'autres 
catégories  spectrales  de  fonctions. 

Les  exemples  traités  dans  les  paragraphes  précédents  mettent  en 
évidence  un  certain  nombre  de  catégories  spectrales  de  fonctions. 
Telles  seraient,  par  exemple,  les  catégories  suivantes  :  fonctions 
développables  en  série  de  puissances  à  coefficients  «„  nombres 
entiers  ou  ayanl  un  nombre  fini  de  décimales;  fonctions  à  a,, 
racines  ^>"'""'  de  nombres  entiers  ;  fonctions  à  a„  commensurable 
dont  le  d(énominateur  n'augmente  pas  plus  vite  que  lo"^ 
(  a  =  const.  positive)  et  n'a  qu'un  nombre  limité  de  facteurs 
premiers  (  catégorie  embrassant  toutes  les  fonctions  algébriques 
à  a„  commensurable);  fonctions  à  a„  commensurable  dont  le 
nombre  de  chiffres  de  la  partie  non  périodique  et  celui  de  la 
période  restent  finis,  ou  bien  présentent  une  régularité  donnée  à 
Tavance,  ou  bien  n'augmentent  pas  plus  vite  qu'une  fonction 
donnée  aî(^),  etc. 

La  méthode  de  MM.,Gomes  Teixeira  et  Hurwitz,  pour  préciser  la 
forme  des  coefficients  a«  caractérisant  les  fonctions  qui  satisfont 
à  une  équation  différentielle 

algébrique  en  x^  y^  y\  . . .,  y^^'\  conduit  à  considérer  toutes  les 
fonctions  analytiques  /fon  hyper  transcendantes^  à  an  commen- 
surable., comme  faisant  partie  d'une  même  catégorie  (y)  de 
fonctions  à  indice  spectral yZ/?«,  etc. 

.  L'intérêt  d'une  lelh;  elassilication,  malgré  son  caractère  artificiel, 
(')  Annales  de  r Ecole  Normale  supérieure,  i885  et  1889. 
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résidort^il  dans  la  possibilité  cjuCllc  (omiiil  de  (h'-lcriniiicr  les 
fonctions  définies  par  des  conditions  très  générales  cl  dépendant, 
dans  un  autre  mode  (\c  classification,  d'un  nond)i'('  infini  de 
paramètres,  à  Vaide  d^ an  nombre  fini  de  données  numériques. 
Et  il  est  à  présumer  que  des  recherches  ])lus  appi'ofondies  condui- 
ront à  des  résultais  intéressants  sur  les  relations  cnire  les  pio- 
f)riétés  aritlimétic/ues  des  coefficients  a,,^  caractérisant  la 
(catégorie,  et  la  grandeur  de  V indice  spectral  o  de  la  catégorie, 
indiquant  le  nombre  minimum  de  ('es  données. 

Gomme  on  le  voit,  le  procédé  spectral  (h*  détcr-mination  (h'S 
fonctions  revient,  en  somme,  à  considérer  une  fonction  comme 
correspondant  à  un  point  de  \  espace  fonctionnel  dans  le(piel  une 
catégorie  spectrale  de  lonclions  représenterait  un  champ  fonc- 
tionnel et  où  une  transmutation  déterminée  A[/|,  app]i([uée  ày, 
établit  effectivement  la  correspondance  entre  la  fonction  et  le  point. 
Une  transmutation  ^\f\  jouerait  ainsi  pour  les  points  de*  l'espace 
fonctionnel  un  rôle  analogue  à  celui  que  joue  une  transformation 
ponctuelle  pour  les  points  de  l'espace.  Un  ^\f\  |)eut  n'avoir  un 
sens  et  n'être  défini  que  dans  un  champ  fonctionnel,  de  même 
qu'en  géométrie  ordinaire  une  transformation  ponctuelle  |)eut 
n'être  définie  que  pour  les  points  d'une  région  de  l'espace,  d'une 
surface,  d'une  ligne  (*). 


(')  Voir  pour  la  théorie  générale  des  transmutations  le  Ciiapitrc  NUI  de  La 
série  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique,  par  M.  .1.  lladaniard  {Scientia 
n°  l'2,  Gauthier-Villars,  Pans,  iqot). 
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